PARTEA A DOUA

f

XXIII. 1090. Sz duce Aal|Bb|Cc||A’'B'C’, care intilnesc o
dreapta arbitrari (D) in a, b, c; transversala mtersecteaza pe (D)
in m. Avem evident (mb mc) (me : ma) - (ma : mb)=1. Insa

mb:mc= A'B : A'C ete. 1091. Avem T,A:T,B= AC:AB,
T,C: T,A = AC: AB, deci T,C: T,B = AC? AB" si se aplica
teorema reciprocd a transversalelor. 1092. Fie BC=a< CA =
=b < AB = c; atunci AT}, CTy sint pozitive, BT, negativa. Se
observd cd T,B:c?= T,C:b? = a:(c2—b?)si deoarece T.4:T,B=
= b:c, rezultd 1: T, 4=(c2—b?) : (abc). 1093, Fie ABC triunghiul,
D’ piciorul bisectoarei exte-
rioare din 4,E,F picioarele bi-
sectoarelor interioare din B,C.
Avem D'B :D'C = AB : AC;
EC:FA= — BC:BA; FA:
:FB= — CA :CB, care se
inmultesc §i se observa cé re-
2 latia lui Menelaus este satis-
Fig. 330 facutd. 1094. Fie A/, N punc-
tele de tangentd a cercului ex-
inscris unghiului B cu BC,CA,
P punctul de contact al cerdului inscris cu AB. Avem /B = p,
MC=NC=AP=p— a,ﬂ_p——c BP=p—b,de unde (M B: MC) x
% (NC:NA).-(P1:PB) =[p(p — a)]: [(p —b)(p—¢)]=1 in orice
triunghi dreptunghic .1905. A4, si BB, se intersecteazi in O,
(fig. 330). Va trebui sd se arate ca 01, C,, C sint coliniare. Se va a-
plica teorema transversalelor triunghiului AB’C’ intersectat de
transversala CBA’ si lui 44;C’ interseclat de BB,0,. Se va deduce
prin inmultire si inlocuiri de segmente egale (0,4:0,4,)-(C,A,:
aﬁ'—) (CB’:C4)=1, deci 0y, Cy, C sint coliniare. 1096. Triunghin !
AME intersectat de transversala PQ (fig. 331), care intilneste pe
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AB in R, di (RA : RB) - (0B : QM) - (PM : PA) =1, dar din
triunghiurile dreptunghice OMB, OMA avem QB:QM=0B2:0M>
gi_P_M : PA = OM? : 0A2 Inlocuind aceste rapoarte, obtinem
RA:RB=0A%:0B*=const, deci R este fix. 1097. Triunghiul
AA'C intersectat de transversala BOB' di (BA’:BC):(B'C: B'A)x

Fig. 331 Fig. 332

x(bZ:OT) , dar triunghiul AA’B intersectat de COC’ da
(CA’ : CB) (CB C'A)- (OA :0A’) = 1. Impértin parte cu parte,
observind c¢i BC = — CB. 1098. ‘Avem (fig. 332) (4 A'B:A'C) x

X (B'C:B"A)(C'A:C'B) =1, ins8 A'B:A'C = — A,B:A,C etc.,

deci (A,B:A4,C)(B,C:B,A)-(C;A:C,B) = — 1. 1099. Se aplici
teorema transversalelor triunghiului A BC, intersectat de FGE sise
observd ¢cd EA = — EC si FB=GB, deci FA=—G(C=C(G. 1100.

Avem AB=Av; By=Bu«; Ca=CBsi relatia lui Ceva este verificata.

1101. Avem A’B=A4'C, B"C=B'A, C"A=C'B, A"C = A'B,

B"A=B'C, C"B=C"A si se aplica teorema lui Ceva, tinind seama
de semne. 1102. Caz particular al problemei precedente. Cevienele

AA’, BB, CC' sint izotomicele cevienelor punctului lui Gergonne
(prebl. 1100). 1103. Fie I centrul tercului inscris si o proiectia lui

pe BC, I, centrul cercului exinscris relativ la virful A. «A " care
uneste dous puncte omoloage ale cercurilor I,, I trece prin A, care
este centrul de omotetie al acestor cercuri. Dar A«, BB Cf sint

concurente (probl. 1100) (G. M. XVI). 1104. In triunghivl drept-
unghic OMN trebuie sd avem (A, M : A0) - (A0 : A,N) X

X (DN : DM) = — 1, unde D este piciorul perpendicularei din O
pe MN. Insi 0A1_0A2, iar din AAA,M~AAA,N, deducem
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AM:A,A=AM:AN=0M:ON si AAI:ZWEAM_:A_N_=
= OM :ON, care prin_irmultire dau A, M:NA, =0M?: ONZ;
in sfirsit DN:DM = ONz:0 M2 Inlocumd in relatia lui Ceva, aceasta

se verificd. 1105. Avem AP - AR’ = Ay - Ay’ si doud relatii
analoage, pe care le inmultim parte cu parte (fig. 333).
1106. Teorema lui Menelaus aphoata triunghiului ABaq, intersectat

de transversala Cly, di (Ia:fA)-(CB:Ca)-(yA:yB) =1 si alte
dou# aseminitoare, obtinute prin permutdri circulare. Cele trei ega—
litati inmulgite, tinind seama cé (aB «C) (BC’ BA) (yA: yB)

conduc la relatia (7o : T4) - (I8 : IB) : (Iy : IC) = — (Cu: CB)X

Fig. 333 Fig. 334

p—
a

tia precedentd ne dau relatia din enunt. 1107. Triunghiul 4Ca in-
tersectat de transversala BOB si trlunghlul A Bo intersectat de COY
ne dau relatiile (BT@(IWB_@ (Ooc OA) =1 si (YA yB) X
X (CB Ca) (Ooc OA) = 1. Deducem BA:BC + yA :yB= OA(Ba +
-+ aC) :00'BC = OA:0a. 1108. In triunghiul 0,0,0, avem
5,0,:5,0;, = Ry,:R, si Si0,:8{0, = — R,:R,. 1109. Fie ABCDEF
patrulaterul (fig. 334), L, M, N mijloacele diagonalelor AC, BD,
EF, iar G, H, K mijloacele segmentelor BE, EC, CB. Trebuie si
aritim ci (MG:MK)-(LK:LH)-(NH:NG) = 1. Se observi ci seg-
mentele care intrd in aceastd relatie sint jumétédtile segmentelor de-
terminate de transversala ADF pe laturile triunghiului BCE. 1110.

Se considerd triunghiurile OBC, OCA, OAB intersectate respectiv
de transversalele aB’'C’, BC'A’, vA'B’ (fig. 335) si se deduce

(«B:aC) «(BC:BA) -(yA:yB) = 1. 1111. Fie O punctul comun drep-

¢ . .
etc., care inlocuite in rela-

_— Ca
: -(By:BA). i =— =
X (AB:AC) - (By:BA). Insi =5
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telor BB’, CC’. Se va aplica teorema precedenté triunghiurilor
YBB’ i BCC". Triunghiurile ABC, A’B’C’, cdrora li se aplici pro-
prietatea precedentd i cea de fata se zic omologlce Oestecentrul de
omologie, «fy axa de omologie. In cazul particular, cind A’B’C’ este
fnscris in ABC (este triunghiul pedal al lui 0), afy se numeste
polara triliniarad a lui O in raport
cu ABC. 1112. Din triunghiul
ABC intersectat de transver-
salele A,C"13", aB'C", aC'B"
(fig. 336), se deduce cid

Fig. 336

aC?:aB?=A,C:A;B si la_fel BA%:BC*=B,A: B,C; yB%:yA? =
=0CB:C,A si deci (4,B:4,C)(B,C:B,A) -(C,A : (,B) =
="(aB - BC - yA)? : (aC - BA yB)z (G.M. XIII). 1113. Fie «, B, v
mijloacele segmentelor bc, ca, ab si A’, B, C' mijloacele laturilor
BC, CA, AB (fig. 337). Se observd cd A'a, B’B, C'y trec prin
A,, By, Cl, mijloacele segmentelor PA, PB, PC (probl. 539) si deci
triunghiurile A,B,C,, A’B’C’ sint omotetice cu ABC iarAA’, BB,
CC’ sint concurente. 1114, Fie M, M’ punctele unde DE, CF in-
tersecteazi pe BC. Triunghiul ABC intersectat de transversalele
DE si GF di rapoartele MB : —M_C_ M'B: M'C=HB?: HC?,
deci M si M’ se confundd. 1115. Fie «’, #', ' punctele unde AAI,
BB,, CC, intersecteazi laturile BC, CA, AB. Relatia lui Menelaus
aplicatd triunghiului 4 BC intersectat de transversala ofy si relatia
lui Ceva aphcata aceluiasi triunghi pentru cevienele lui A, aratd
ed « §i o sint conJugate fata de B si C. Analog pentru B si p’
fata de C, 4 si v, v’ fatd de A, B. Apoi se - aplicd problema 1098.
1116. Fie A,B, un segment al figurii (F,), 4,B, omoteticul siu in
(F,) si IB; in (F,) (fig. 338). Triunghiurile 4,0,0;, B,0.0; in-
tersectate de transversalele A,4,C, B,B,C' dau CO,: CO, =
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= (4,4,:4,0,) - (4,0, : A,4)) si C'0,:C°0, =(B;By:B,0,) - (B,0s:
:BzBl). DaI‘ A3A1:A302=B3.Bl:3302 §i A203!A2A1 = Ban:BzBl,

deci C s1 C’ coincid si se confundd cu O,. 1117. Triunghiul ABC,
intersectat de VP', PM’', M N'(fig.339) ne d&, notindcu M”, N",P*

intersectiile acestor secante c@, CA, Z-E,_rela_t,ii]e (M"B:M"C)x
X(NC:NA)(P'A:P'B)=1;(P"C:P"A)-(PA:PB)-(M'B:M'C)=1;

Fig. 339

(N"A:N"B) (MB:MC)-(N'C:N"4)= 1., Inmultind aceste relét,ii
§1 tinind seama de relatiile date de transversalele MNP, M'N'P’,
gidsim ci relatia lui Menelaus este satisficutd de punctele M "

N”, P". 1118. Fie m, n, p mijloacele segmentelor b, ca, db gl
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a’, b’, ¢’ intersectiile dreptelor bc, ca, ab cu BC, CA, AB. Triun-
ghiurile Bea’, Cha’ intersectate de transversala Ama dau («C:aa’) X
X (ma’: mb)-(Ab: AC)=1 si (aa’:aB)-(AB: Ac)-(mc: ma’) = 1.
Inmultind aceste relatii, se obtine («C:aB)-(AB:AC)-(Ab:Ac)=1.
Inmultmd aceasta rela’gle cu celelalte doud analoge, se obtine
(@B :aC)-(bC :bA)-(cA : (@B «C)-(BC : BA)- (YA : vB) = 1.
1119. Dm trlunghlul AC C mtersectat de transversala BB’ se de-
duce ci A, C:AC’=m(m+n):n? si deci AIC CC'=m(m+n):(m2+
+ mn + n?). La fel se giseste cd B.C:CC’ = n{m+n): (m* +
+ mn+ n?) si deci BiC:A,C = n:m=CA':CA* = CA:BA".
Rezultd c& A'B— A7C (G.M. XX). 1120. Deoarece B,C:A,C =
=C,A:B,A=A,B:C;B=n:m (probl. 1119), rezulti (probl. 448) ca
triunghiurile ABC, A,B,C, au acelasi punct de intilnire a media-
nelor. 1121. Fie ABC trlunghlul si A’B’C’ transversala. a. Triuaghiul
AB'C’ intersectat de transversala A’BC di 15 (4 A'C' : A'B) - (CB':
iCA) - (B_A —IT) =1, de unde BC’ :CB’ =k = const. Du-
cind BI % C'B’ si dreapta CI care intersecteazi pe AB in
P, se observdi c¢i BC' :CB = B'I:BC=AP: AC = k.
Deci AP=k-AC(G.M.XII).
1122, Printr-un punct arbi-
trar O se- duc trei drepte
(fig. 340): prima intersectea-
zd pe (D) si (D) in 4 51 4,
a doua in B si B’, a treia
intersecteazd pe MA si MA’
in C si C'. BC si B'C’ se
intilnesc in L. LM este drea-
pta cdutatd, cdci ABC si
A’B’C’ sint omologice.




Altd solutie. Prin M se duc doud drepte arbitrare EF si GH,
care taie pe (D) in E s1G sipe (D’) in F §i H ; se construieste punc-
tul P = (EH, FG). Din P se duce altd dreaptd care taie pe (D)
si (D') respectiv in [ si K. Fie N = (EK, HI). Punctele M si N se
gisesc pe polara lui P fatd de unghiul [(D), (D’)], deci MN trece
prin intersectia celor doua drepte. 1123. Aceeasi constructie ca in
problema precedentd. 1124. Pe AA’ se ia un punct O (fig. 341)
prin care se duc douid drepte: prima intersecteazd pe (D), (D) in
B, B’, pe (A), (A’) in E s1 E'; a doua intersecteazd pe (D), (D)

A

7 4 ¢
Fig. 343

in F, F’, pe (A), (A")in C, C'; BC si B'C’ se intilnesc i L; EF si
E'F’ se intilnesc in M. LM este dreapta cdutatd, cdci triunghiurile
ABC, A’B'C’, pe de o parte, AEF si A’E'F’, pe de altd parte,
sint omologice. 1125. Se aplicd teorema transversalelor triunghiu-
lui obtinut prelungind dreptele AB, CD, EF, relativ la secantele
BC, DE si FA. Aceasta se numeste teorema [ui Pascal. 1126. Se
obtine din teorema lui Pascal cind doud virfuri aldturate ale hexa-
gonului sint confundate. 1127. Caz particular al teoremei lui
Pascal (fig. 342). 1128. Se aplicd teorema lui Pascal (probl. 1125)
hexagoanelor JA’ABCC', IB'BCAA’, IC'CABB’. Cele trei drepte
ale lui Pascal corespunzitoare sint aDy, BDa 51 vDpB. 1129, Fie M
intersectia lui AA” cu cercul (0). Se aplicd teorema lui Pascal
(probl. 1125) hexagonului B"BCAA "M si se deduce cd MB" trece
prin B’. La fel se aratd cd si MC” trece prin C'(G. M. VII). 1130. Teo-
rema lui Pascal aplicati hexagonului 4,B,C,4,B,C, (fig. 343),
inscris in cercul celor noud puncte, aratd ca M, NV, P sint coliniare.
A’, B’, C' fiind punctele euleriene ale iniltimilor, teorema lui
Pascal aplicatd hexagonului A,B,B'B;A,A’ aratd cd punctul M,
centrul O, al cercului lui Euler si ortocentrul H sint coliniare (G.M.
XXXII). 1131. Din triunghiul ABC intersectat de A,a’a (fig. 344)

se deduce A,B:A,C=A'B%*:A'C? si alte doud relatii analoge. Se
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va tine seama pe urmd ci AA’, BB’, C(’ se intilnesc intr-un punct.
Altd solugie. Punctele «, o, B, B, v, v’ se gisesc pe cercul lui
Taylor al lui ABC (probl. 593) si se aphca teorema lui Pascal hexa-
gonului format de aceste puncte. 1132. Fie H intersectia indltimilor.
Se va observa cé in cercul A’HC’B punclul A’ are ca dreapti a lui
Simson in raport cu triunghiul BC'H, dreapta AzA;. Deci, 4;4,
trece prin proiectiile lui A’ pe AB 51 AC. Se va aplica apoi problema

precedentd (&.M. VII). 1133. Fie « intersectia dreptelor B'C’ si
B, iar O centrul cercului ABC. Se observi cu aB:«C=BB":CC".
Dar BB’ : CO = AB : AC i AO : CC' = AB:AC. Deci aB:alC =
= AB?: AC?, ceea ce arati ci Aa este tangentd la cercul (0)
(probl. 1091) (G.M.XI). 1134. Se pleaci de la relatia «C -«’C:aBX

X a’'B = AC%:AB? (probl. 582) si cele doui analoge. Se inmul-
tesc parte cu parte, tinind seama de ipoteze. Cele doud puncte
de concurentd se numesc puncte tnverse sau izogonale. 1135. Fie
o, B,y 1ntersectule dreptei MO cu laturile lui ABC. In triunghiul

MBC cevienele MO si MA' sint izogonale, deci aB-A’B:aC -A'C=

=MB2: MC:. Inmultlm parte cu parte aceastd relatie cu cele doud
analoge. 1136. Fie P un punct al cercului circumscris triunghiu-

lui ABC si Q, R, S proiectiile sale pe laturile BC, CA, AB. Triun-
ghiul A RS intersectat de transversala BC ne d& ()S ()R (CR:CA)x
x(BA:BS)=1sau QS:QR=(AC- BS): (AB- CR) _Triunghiurile
dreptunghice PBS si PCR fiind asemenea, avem BS:CR=PS:PR,
deci QS QR=(AC-PS): (AB PR) Dacd punem conditia ca

QS=QR, atunci obtinem PS:PR—=AB:AC, care este proprieta-
tea caracteristicd a simedianei (G.M. XXVIII) 1137. Fie «, B, ¥
(fig. 345) cele trei puncte unde cele trei ceviene intilnesc laturile
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opuse virfurilor prin care trec, iar abc, a’b’c’ triunghiurile pedale
alipﬂlctiloLO, O'. Dreptele Aa, Bb, Cc’ sint concurente,-deci
(2B:aC) (bC:bA)-(c'A:c'B)= — 1. Analog obtinem alte doud
relatii, pe care inmultindu-le
parte cu parte si tinind seama
cd grupurile de drepte (4a, Bb,
Cc), (Aa’, Bb', C¢') sint con-
curente, deducem (aB:aC) X
X (BC: PA)-(yA:yB)= — 1 si
Aa, BB, Cy sint concurente.
1138. Fie «, B, y punctele unde
dreptele Aa, Bb, Cc intilnesc
laturile BC, CA, A B (fig. 346).
Paralela dusd prin a la BC
Fig. 345 intilneste laturile AB, AC in

B,, C, si fie Cy, A,, A; By

punctele analoge. Segmentele A,b, Asc sint simetrice in raport cu
bisectoarea unghiului A4, deci 4,6 = Ayc si analog Bic=Bja; Cia =
= C;b. Apoi observim cid «B:xC=aB;:aC,;BC:BA= bCy:bA,;
yA:yB=cA,:cB, si facem produsul parte cu parte, tinind seama

G

de semn. 1139. Fie A, intersectia perpendicularei in A pe AO cu
perpendiculara in « pe Oa, B, i C; punctele analoge. Se observi
cid daci A;, By, C,sint coliniare, §i centrele cercurilor din enunt
sint coliniare. Triunghiul format de AA4,, BB;, CC, are ca virfuri
0,, 0,, O, centrele cercurilor exinscrise triunghiului 4 BC. Triun-
ghiul A;BiCi, format de ad,, BB, y(,, este omotetic cu 4ABC,
centrul de omotetie fiind 0. Triunghiurile 0,0,0,, A{BiCi sint
omologice §i deci 4,, By, C, sint coliniare (G. M. XI). 1140. Fie
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T,, T,, T_3p11nétele unde tangentele in A,, -B;, C, intersecteaza
pe BC, CA, AB si A,, B,, C, intersectiile lui A4,, BB,, CC; cu
BC, CA, AB, iar D, E proiectiile punctelor B, C pe AA,. Se ob-
servd cd AB-A,B=2R-DBD si AC-A,C=2R-CE (probl. 492) si
deci A,B:4,C=AC-A,B:AB-A,C. Dar T,B:T,C = (A,B:4,0),
deci T, B:T,C=AC?-4,B*-AB?-4,C% Rezultd astfel ci(T, B: T,C) X

X (ToC : TyA): (T3A : TyB) = (A,B?% : A,C?) - (ByC? : B,A?) X
X (C;A2:C,B%)=+1. Deci T,, T, T, sint coliniare si atunci si
centrele cercurilor 04,4’, OB, B’, 0C,C’, care sint mijloacele lui
OT,, OT,, OT,, sint coliniare (G. M. XVI). 1141. Fie a, b, c virfu-
rile triunghiului format de dreptele 1AA4’, BB’, CC’. Triunghiul
aB'C’ intersectat de transversala BCa’' di relatia (a’B":a’C’) X
X (CC":Ca) - (Ba:BB’)=1. Inmultind parte cu parte aceasti ega-
litate cu celelalte doud analoge, ce se obtin prin permutéri circu-
lare si observind cd triunghiurile 4 BC, abc sint omologice, dedu-

cem («'B:a’C’)-(F'C:B'A")-(YA:y'B )= —1. 1142. Unghiul de

Fig. 347 Fig. 348.

rotire a=< AOA'=< BOB'=< COC'=< BDB’ etc. (fig. 347). Re-
zultda AA’=BB'=C(C’. Latura BC este intersectatd de B'C’, C'A’,
A’'B’ respectivin D, E, F'; CA este intersectatd de C'A’, A’'B’, B'C’
in G, H, I, iar AB este intersectatd de A’B’, B'C’, C'A’in J, K, L.
Pentru a arédta cd ABC si A’C’'B’ sint omologice, trebuie demon-
strat cd D, H, L sint coliniare. Se va demonstra intii ci triunghiurie
ALG, BFJ, CID sint egale, deci AG=BJ=CD si AL=BF=CI.
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Apoi trebuie si avem relatia lui Menelaus (DB:DC)-(HC:HA) X
X (LA:LB)=1. Insd ABC intersectat de A'B’ did (FB:FC) x
X(HC:HA)«(JA:JB)=1, de unde HC:HA=(FC-JB):(FB-JA).
Introducind in relatia de mai sus §i tinind seama de segmen-
tele egale, aceasta se verificd. Rationament aseménétor pentrw
omologiile in celelalte ordine indicate. 1143. Avem (fig. 348}

ot =eBaC s b=l oB 0BV {0+ By
a,C= VE‘Q{E-I- VE'), deci al_Blz—al—C=Va_E:a—C—‘ si analog 2,B:a,C—

=—Va_B:aE 1144. Paralelele duse prin punctele A’, B’, C”
(fig. 349) respectiv la BC, CA, AB intilnesc laturile corespunzi-

4
Fig. 349 Fig. 350

toare ale triunghiului A’B’C’ in o', B’, ¥’ si fie «, B, y triunghiul
pedal al lui P inraport cu ABC. Observim cd A o'A'B’ ~A «CP*
8i M’A_’C’ ~ AaB_P._ Sided_llce_oc'A'IqC=ocP:a'B', @ A": Ba—=.
=aP:C'a"; deci o'B":a'C'=aC:aB. 1145. Generalizarea pre-
cedentei. Solutie analogd. Un caz particular il constituie tri-
unghiurile ortologice (probl. 578). 1146. Fie A’;B’,C’; triun-
ghiul format de dreptele Aa, BB, Cy, iar A;B,C, triunghiub
format de 4'2', B'R’, C'y". Avem AA'B'a’~ACBja 51 AC'a'A’~
~ACjaB. Scriind relatille de asemdnare, obtinem o«'B’:a'C’ =
= By aB:aCy 2C (G.M. XXV). 1147. a) Fie I, I,, I, centrele cer-
curilor exinscrise (fig. 350). Dreptele 1,4,, I,B,, I;C, sint paralele,
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deci izogonalele lor in raport cu unghiurile lui Z,1,7, sint concurente
intr-un punct M al cerculut I,1,I; (probl. 261). Punctul M consi-
derat ca ficind parte din triunghiul 7,/,/; are ca omoloage in
triunghiurile asemenea BCI,, CAl,, ABI, respectiv punctele
Ay, L, C. Fie My, M,, M, proiectiile lui W pe laturile lui I,1,1;.
Aceste puncte se gdasesc (probl. 257) pe dreapta lui Simson a punc-
tului M. Din asemdanarea triunghiurilor /,BC, I,1,I; deducem
MI,: M I;=A1B:A{C, punctele M, si A; fiind omoloage. Facind
produsul parte cu parte dintre aceastd egalitate si cele doua
analoge si {inind seama de teorema lui Menelaus, deducem ca
punctele 4{, B, C{ sint coliniare. ) Se va observa cd dacd M,
M,, M; sint punctele in care tangenta in M la cercul I,1,1;
intilneste laturile acestui triunghi, iar A’, B’, ¢’ sint punctele
in care tangentele in A,, B,, C, la cercurile BIC, CIA, AIB
intilnesc laturile lui ABC, punctele A, si M; considerate ca
facind parte din triunghiurile asemenea I,BC si I,1,1; sint puncte
omoloage si se va continua ca
mai sus. 1148. Generalizarea ulti-
mei proprietiti a problemel pre-
cedente. In locul tangentei in M
se va considera dreapta MN care.
uneste doud puncte ale cercului
I,1I,I, (G. M. XXXI). 1149. Fie
Ay, By, C; punctele in care
dreapta (d) intersecteazd laturile
triunghiului si fie A’, B’, ¢’ punc-
tele unde laturile triunghiului
A BC sint intilnite de dreapta(d’)
care trece prin P si face unghiul o
cu dreapta (d). Proiectiile de
unghi « ale punctelor P, P,, Py Fig. 351
pe dreptele BC, CA, AB sint

punctele A”, B”,C”,unde aceste laturi intersecteaza din nou cercu-
rile PP,A’, PP,B’, PP,C’. Avem relatia A,B:A,C=(A’B-A"B):
:(A’C-A"C) (probl. 662). Facem produsul, parte cu parte, a acestei
egalitaticu cele doud analoge. 1150. Fie (A) dreapta pe care se misca
I si (A)][(Ay)]](A) dreptele pe care se misca respectiv A si D
(fig. 351). Un astfel de patrulater se obtine luind / arbitrar pe (A) ;4
si D rezultd din intersectia luiC/ §i BI cu(A,) si (A,). a) Triunghiul
BIC intersectat de ADE (E pe BC) ne da (EB:EC)-(AC:AI) x

x (DI:DB)=1, insi din cauza uza paralelismului dreptelor (A), (4,),
{A,) rapoartele AC:AI si DI:DB sint constante, deci EB:£C =
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= const 51 E este fix. b) Fie M intersectia (4B, CD)-MI intersec-
teazi pe BC in F, conjugatul lui E fati de B si C, deci F este fix.
Scriind relatia lui Menelaus pentru triunghiul ABC intersectat de
transversala MIF, se giseste ci raportul MA: M_B_ const, deci
M descrie o paralela la (A,) (R.M.T. XIV). 1151. Fie A BCD patru-
laterul strimb, M,N,P,Q punctele de tangentd. Avem AM=A4Q;
BM=BN, CN=CP, DP=DQ. Relatia lui Menelaus pentru spa-
tiu (probl. 877) se Verlflca tinind seama de egahtatlle de mai sus
si de semnele segmentelor, deci M,N,P,Q se afli in acelasi plan.
XXIV. 1152, Se demonstreazi relatia lui Euler AB-CD+AC -
-DB+AD -BC=0. De aicise deduce (ABCD)+(ACBD)=1. Apoi se
observd ci (ABCD)-(ABDC)=1. 1163. Avem AC: AD=—BC:
:BD, de unde AC:(AB+BD)=—(BA+AC):BD si se tine seama
de relatia data. 11564. Se va deduce din relatiile date AD:AB—=
—~/2+1 CB: CD=1— V2. 1155. Se stie ci O fiind mijlocul lua
AB, avem 0B*=0C -OD, din care scizind OD? deducem (0B+
+0D)(0B—0D)=0D(OC—0D), dar OB=—0A, deci OB +
+OD=0D—0A = AD; OB—O0D = DB etc. Relatia devine
AD-DB=0D -DC si se tine seama de semne. Aseminitor se arati ca
AC-CB= OC -CD si prin impirtire se deduce 0D:0C=BD?: BC?=
=AD%*AC* (G. M. XIII). 11586. MA*=MN*—NC*=(MN +
—HV—C(MN—NC) MC-MD. 1157. Fie I mijlocul lui PQ. Avem
IP*=TA-IB=1IA"-IB si I are puteri egale fati de doua cercurh
oarecare trecind unul prin 4 si B,
altul prin A’ si B’. Deci [ se
afld la intersectia axei radicale-
a acestor cercuri cu (A), iar
P s1 Q se afld la intersectia cu
(A) a cercului cu centrul 7, orto-
gonal celor doud cercuri. Pro-
blema nu este intotdeauna po-
sibild. 1158. Se observd ca
(BCaF)=(ECBD),deci a'(BCaI')=
=p'(ECBD), insd aceste fascicule
4 « 7 € au raza «’CP’ comuna (fig. 352).
Iig. 352 1159. Fasciculul O(PMQN) este
armonic, OP, OM, ON sint fixe,
deci O() este o dreaptd fixd. Aeeastd dreaptd se numeste polara lui
P in raport cu unghiul z0y. 1160. Fie P; conjugatul armonic al lui
P in raport cu M si N, Pj in raport cu M’ si N'. P,si P; se gasesc
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pe polara lui P in raport cu 20y si se mai gisesc pe polara lui P
in raport cu unghiul MQN, deci OP,QP; este polara lui P in
raport cu zQ0y. 1161. In patrulaterul complet A BCDEF (fig. 353),
AC si BD se intilnesc in L, AC si EF in M, BD si EF in N;
LM este polara lui NV in raport cu BAD, deci M, N sint conju-
gate armonic in raport cu E si F etc. 1162. Fie E si F intersec-

Fig. 353 Fig. 354

tiile dreptei AM cu PN si BC. Avem (4]_MEF):—1, dar M fiind
pe paralela (A), FA: FM=const, deci EA: EM=const si E de-
scrie o paraleld la (A). 1163. In triunghiul A PQ punctul B este
ortocentru (fig. 354). Punctele P, B, N sint coliniare. Punctul

Fig. 355 Fig. 356

C unde se intilnesc AB si MN este conjugatul lui I in raport cu
A si B (probl. 1161). C este fix, iar H se afla pe cercul descris pe
AC ca diametru. 1164. Fie AA’, BB’, CC’ polarele lui M in
raport cu A, B, C (fig. 355). MC intersecteazd pe AB in C; si
fie M’ conjugatul armonic al lui M in raport cu C si C;. Se va
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observa cd AM’ si BM’ sint polarele lui M in raport cu A si B,
deci doud polare se intersecteazd pe MC. Din patrulaterul M'BCA
se vede ca diagonalele M'C si A’'B’ intersecteazi AB armonic
in C; si C’. Se deduce imediat cd CC’ este polara lui M in raport
cu C. 1165. Fie A, B intersectia diametrului ce trece prin O cu
cercul (0) si C, D cu cercul (0'), iar T, T’ intersectiile celor doua
cercuri. Avem O1?=0C-0D, dar O0T=0A=0B, deci 0B*=
=0C-0D, si C, D sint conjugate fatd de A, B. 1166. a) Fasci-
culul A(MNPQ) (fig. 356) este armonic iar X MAN=90°, deci
AM, AN sint bisectoarele unghiului PAQ, deci AN trece prin F.

Analog BN trece prin E. b) Cercul de diametru P{ este evident
ortogonal cu cercul (0). Rezultd cd fasciculul .T(MNPQ) este
armonic i TM, TN sint bisectoarele unghiului drept P7TQ, de
unde X MTP= PTN= < NTQ=45°. 1167. Fasciculul A(CBacx)
intersectat de secantele (A) si BC ne di (Bya'a)=(CBaa) sau
(a'Bay):(ay -aB)=(aC -«B):(aB-«C). Inmultind parte cu parte
aceasta egalitate si cele doua analoge si tinind seama de teorema
transversalelor (probl 1090) si teorema cevienelor concurente
(probl. 1097), se deduce relatia ceruti. 1168. Dreapta A’ intilneste
laturile AB, AC respectiv in €', B’ (fig. 357). O tangentd varia-

bila 7 la cerc intilneste tangentele
fixe BC CA, AB, A’« in punctele
a, b, « si raportul anarmonic
(b C, a0 )este constant. Deci(bcaa’)=
(C'BDA ). Fasciculul A(CBA’'D")
intersectat de transversalele B’C’
si BC di (B'C'A’a)=(CBA’'D").
Deci (CBDA') = (CBA'D’) care
echivaleaza cu relatia cautata.
1169. Se inmultesc, parte cu parte,
relatia din problema precedentd si
v celelalte doud analoge. Se tine sea-
4 o AT ¢ ma de reciproca teoremei lui Ceva
Fig. 357 si de problema 1097. 1170. Avem
M(AB,C,D)=M(ABCD)=P(BACD).

Cele doua fascicule au raza PMD comund, deci celelalte puncte
de intersectii ale razelor omoloage sint coliniare (G.M. XIX).
1171. Diametrul EF intersecteazd cercul in M si N. Avem
C(MEFN)=D(MEFN)=D(NEF M), dar unghturile perechilor de
raze (CM, CN), (DN, DM) si (CM, CE), (DN, DF) sint respectiv
egale, deci fasciculele sint superposabile. Rezulld <X (CE, CF)=
=< (DF, DE) (G. M. XXI). 1172. Fie O'E’'F’ triunghiul com-
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plementar al lui OEF (fig. 358); H, G intersectiile diagonale-
lor AB si BD cu EF. Se stie cad H si G sint conjugate fatd de
E si F. Fie M=(AD, OF); N=(AB, OF); P=(AB, F'0);
Q@=(AD,E'0O"); R=(BD, F'E’). Din patrulaterul complet OMANEF
se deduce ca diagonala MN trece prin G, conjugatul lui H fata
de E si F, deci M, N, G
sint coliniare. In patrulate-
rul complet EFNMOG se
observd cd P, Q, R sint
mijloacelor celor trei diago-
nale, deci sint coliniare.
Dar P, Q, R sint intersec-
tiile laturilor triunghiurilor
ABD,O'E’F'; rezultd ci ele
sint omologice in ordinea
(O'E'F’; ADB). Analog pen-
tru celelalte (G. M. XLVI).
1173. Fie ABCDEF pa-
trulaterul complet, (0,),
{0,), (0;) cercurile descrise
pe diagonalele AC, BD, EF
ca diametre, G, H, O inter-
sectiile diagonalelor,(0,) cercul circumscris triunghiului GHO. Dia-
gonalele acestui patrulater impartindu-se armonic (probl. 1161),

rezultd cd (0,) este ortogonal lui (0,), (0,), (0s). Pentru ca Oy, Oy,
O, sint coliniare (probl. 533 si 1109) si pentru ca axele radicale
ale cercurilor (0,), (0;), (O;) sint concurente in Oy, rezultd ca cercu-
rile (0y), (O,), (05) au aceeasi axi radicald ce trece prin 0, si este
perpendiculard pe 0,0,0, (G. M. XI). 1174. Fie D, D’ punc-
tele unde laturile AB si A’B’ intilnesc dreapta OCC’. Fasciculul
O(A ByD) intersectat de secantele AB, A’B’ di (AByD)=(A'B’yD’)
si deci C(AByD)=C"(A’B'yD"). Aceste fascicule au o razi comun4,
deci celelalte se intilnesc doud cite doud in trei puncte coliniare.
Reciproc,din C(A ByD)=C"(A’'B'yD’) deducem (BAyD)=(B'A’yD’).
1175. Prima metodd. Se observd ca fasciculele «(C'BA’B),
B(A’C'B'y) sint armonice si au raza ofy comund. A doua metodd.
Triunghiurile «BC, A’B'C’ sint omologice. 1176. Fie H punctul
de intilnire a inaltimilor. Se observd cd C'H este  bisectoarea
unghiului A4,C'A, si dect (AHA,A,)=(BHB,B;)=(CHC,(C;)=—1.
a) si c) rezultd din aceste egalitdti. b) Triunghiurile ABC,
A,B,C, sint omologice si deci /, K, L sint coliniare. d) Din patru-
laterul complet B,C,B,C,IM se deduce cd (IMCB) = —1 si
deci A M, BN, CP sint concurente (G. M. XIII). 1177. Fie A’B'C’,
A"B"C"” triunghiuri circumscrise triunghiului ABC si omologice
L4
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cu acesta (fig. 359), centrele de omologie fiind A si .\ (triunghiu-
rile A’B'C’, A”"B"C" se numesc triunghiuri antipedale ale puncte-
lor M si N in raport cu ABC). Avem (AA, MA")=(4A,NA") =—1,
notind cu A,, 4, punctele de intilnire a laturii BC cu dreptele
AA’, AA". Dreapta A'A”
intilneste deci latura BC
intr-un punct al dreptei M V.
1178. Avem B(ACDE) =
=F(ACDE). Primul fasci-
cul intersectat de secanta
DE si al doilea intersectat de
CD dau («GDE)=(yvCDH),
unde G este intersectia drep-
telor DE si BC, iar H a
dreptelor CD si FE. Divizi-
unile anarmonice egale
avind punctul D comun,
dreptele ay, CG si EH sint
Fig. 359 concurente, adicd B se afla

pe ay. 1179. Prima metodd.

Fie C’, D" diametral opuse lui C, D. Se va observa ca-C(DA'C'B)=
= D(D'ACB’) deoarece au unghiuri egale, deci C(DA'C’'B) =
= D(CB'D’A) care au raza CD comuni. A doua metodd. Se aplica
teorema lui Pascal hexagonului AA'CBB’D. 1180. Fie [ cen-
trul cercului inscris (fig. 360); se va observa ca (B"AB,B')=
= B"B,-AB":B"B’-AB,=IB, *AB' : BB’ - AB,; (C"AC\C")=
= C"C,-AC" : C"C'-AC, = IC,-AC’" : CC'-AC,; se va deduce
(B"AB,B')=(C"AC\C"), cici AB":BR'=AC'-CC’. 1181. Se obser-
v& cd CO este paralela
cu raza PQ a fas-
ciculului Q (MNPO);
NQ trece, prin urmare,
prin simetricul C’ al
lui € in raport cu O.
1182. Punctele D, D',
A, B formeazd o di-
viziune armonicad {pro-
blema 1167) si deoa-
Fig. 360 rece MD | MD’, aces-

tea sint bisectoarele

unghiului AMB; D §i D’ sint, prin urmare, mijloacele celor doua
arce determinate in cercul (C) de coarda EF. 1183. Se duce ME |Qz,
care intersecteazi pe Oy in E. M(ODEC) este armonic. Locul
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este o paraleld la Ox. 1184. Diagonalele AC, BD intersecteazi pe
EF in 8, T (fig. 361), conjugate armonic in raport cu E si F; dia-
gonalele BD, EF intersecteazd pe AC in R, § conjugate in raport
cu A si C. Fie I, K, L mijloacele diagonalelor AC, BD, EF. Avem
IM-IM = IA*<IR-IS, deci SM:M'R=IS:IM" si RM:M'S =
=1R:TM si de aici MS-M'S:MR-)M'R = IS:IR. Se gisesc
alte doua egalititi plecind de la N si P. Inmultindu-le §i tinind
seama ci I, K, L sint coliniare (probl. 1109), rezultd ca si M’,
N’, P’ sint coliniare. 1185. Se va observa ci O(apyP)=0(ABCA’)
ca avind aceleasi unghiuri; O(ABCA')=A(OBCA’)=P(OC'B’A")=
=P(A'B'C'0), deci O(afyP)=P(A’B'C'0). 1186. Triunghiurile
AID, BMC avind virfurile pe treil drepte care se intilnesc in E,

Fig. 361 Fig. 362

sint omologice, deci a, B, F sint coliniare ; analog pentru o', B’, F.
Din patrulaterul complet ABIMDE se vede cd Ea, ED sint con-
jugate armonic in raport cu EI si EB; din ABNICE, EB’' si ED
sint conjugate in raport cu EI si EB. Deci Easi EB’ sint confundate.
Acelasi lucru pentru Bo'E. 1187. MB si NA, MC si ND se intil-
nesc pe polara lui E in raport cu FA si FB (probl. 1160). 1188.
Patrulaterele complete ABCDEF, AM'IMEF, INCN'EF au
diagonala a treia EF comuni si diagonalele AC, AI, IC pe o aceeasi
dreaptd ; diagonalele MM', BD, NN’ trec prin conjugatul armonic
al punctului comun diagonalelor AC si EF, in raport cu E si F.
1189. B,C, intilneste pe B,C, si pe AP in M si N (fig. 362). In
patrulaterul complet PC,AB,B,C, mijloacele diagonalelor C,B,,
AP siC,B, sint coliniare, deciM este mijlocul lui B,C,;P(C,NB, M)
este armonic, deci B,C,||PA. AM intersecteazd pe BC in R, asa

22 — Prebleme de geometrie — c. 538 837



cd PQ=QR. Deoarece 4(C,NB, M) este armonic, rezultd (BPCR)=
= — 1, deci QC : QB = PC?: PB? (probl. 426). 1190. Avem

Fig. 363

O(A'BB'C) = Q(AB'BC'), cici
aceste fascicule sint simetrice
in raport cu (A) (fig. 363).
D fiind punctul de intilnire a
dreptelor OB si AC, avem
O(A'BB'C'Yy = O(AB'DC) =
= B(AB'DC)= B(CDB’'4) sau
O(A'BB'C’') =B(CDB’A). Aceste
doud fascicule au raza OB
comund. 1191. Intersectam fas-
ciculul C’'(A’ABC) cu secantele
CA’, CB’. Obtinem (A'BDC)=
= (B'EaC), de unde B(A'BDC)=
=A(B'EaC) si aceste fascicule
au raza ABC comuni. 1192. Fie

E intersectia dreptelor BB’ si AC, iar F intersectia dreptelor O'B
si AC (fig. 364, a). Fasciculul B(BAEC) intersectat de dreptele

Dreptele Ax’, Bp', Cv'
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, Fig. 364
AC si (A) dd (BEAC)=(Byp'a)=(RF'«By)=0(P'aBy) = O(Ba’B'y’).

sint deci concurente. b) O’'(Oabc) =



=0'(8AFC)=B(BAI'C)=(By0'a)=(0'2fy)=0(0"aBy) (fig. 364, b).
1193. Fie D si £ punctele de intilnire a dreptei MC cu AB §)
afy si D’ 1ntersec§1a dreptelor MC’ i A’B’. Fasciculul C(A Myaz)
intersectat de dreptele AB i «f dé (A I)YB):(BEya):M(BEya):

=(B'v'D'A") si dect M(AD(B C'(B/'D’'A") s1in aceste doua fas-
cicule razele omoloage My st C'D se confundi. 1194. (Ag), (Ag)

'se intilnesc in centrul radical
al cercurilor (0p), (03), (w),
punct situat pe axa radicald a
cercurilor (0,) si (0;). Dreptele
(A,) si (A,) se intilnesc pe aceeasi
axa radicald. Centrul de omolo-
gie este centrul radical al cercu-
rilor (0,), (0,), (Os). 1195. Consi-
deram doud pozitii ale triunghiu-
lui variabil: A,;4,4; si AjA3A;
(fig. 365). Dreptele A3A4,, Ag A1 se
intilnesc (probl. 1110 si 1174)
intr-un punct O, situat pe dreap-
ta 0,,0,5. Lisind pe A,4,4; fix
si facind pe A{A;A, sd varieze, se Fig. 365

vede cd A;A; trece prin acelasi

punct Oy. 1196. Fie D, D', E, E’, FF, F’ respectiv intersectiile
perechilor de drepte (Aa bC) (Bb cA) (Bc aA), (Ca, bB), (Cb,B),

PI

Fig. 3C6

(Ac, aC). Trebuie s se demonstrez> ca triunghiurile DEF, D'E'F’
sint omologice. Aplicind teorema lui Pascal hexagonului AcBbCa, se
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deduce ci dreptele DE si D'E’, EF si E'F’, FD si F'D’ se intil-
nesc in trei puncte coliniare. 1197. Simetricul P’ al lui P (fig. 366)
fata de linia centrelor apartine de asemenea celor patru cercuri.
Ducem tangentele Pt,, Pt,, Pt;, Pt, cercurilor date. Fasciculele
P'(ABCD) si P(tt,tst,) au acelasi raport anarmonic deoarece un-
ghiurile razelor omoloage sint ega-
4 le. Intr-adevir,xt PP'A=<t,PA,
X PP'B= < t,PB, de unde
X AP'B = X t,Pt; etc. Insd al
@) doilea fascicul este fix, deci are
raport anarmonic constant. Se va
observa in plus ca P(t,t,tst,) =
= P(0,0,0,0,), deoarece unul se
obtine din celdlalt printr-o rotire
de 90°. 1198. Fie P’ simetricul lui
P fati de linia centrelor; el apar-
tine celor patru sfere. Planul deter-
minat de PP’ 51 PABCD intersec-
teaza sferele dupa cercurile PP'A,
PP'B, PP'C, PP'D de centre
Fig. 367 Wy, g, 3, Wy, proiecpiile lui
0,, 0,, O, O, pe aceste plan.
Dupa problema precedentd avem
P'(ABCD) = P(w,0,030,), dar (w,w,w30,) = (0,0,0;0,), deci
P'(ABCD) = P(0,0,0,0,) = const. 1199. Fie E, F intersectiile lui
Ba, AB cu muchia CD (fig. 367). Planele (A)A, (A)B, (A)C, (A)D
intersecteazd muchia CD respectiv in F, E, C, D, deci (A)(ABCD)=
=(FECD). Pe de alti parte, raportul anarmonic («By3) este egal cu
acela al planelor ABa, ABB, ABy, ABSJ, iar acestea intersecteaza
dreapta CD respectiv in E, F, D, C. Deci (afyd) = (EFDC) =
= (FECD), de unde (A)(ABCD) = («fv3).

XXV. 1200. H fiind ortocentrul triunghiului ABC si A, B, C’
picioarele indltimilor, avem HA - HA'=HB-HB'=HC-HC' (pro-
blema 677) si aceste produse sint pozitive. Cercul cu centrul in H si
cu pdtratul razei egal cu valoarea comund a acestor produse. 1201.
Fie (A) polara lui A, B un punct pe (A), C conjugatul lui B in
raport cu O, « 5i B mijloacele laturilor BC, CA (fig. 368). Triun-
ghiurile ABO, «Bw au laturile paralele; ele sint omotetice, rapor-
tul de omotetie fiind —2. Deci 2aw=0A. Fie A’ punctul de intil-
nire a dreptelor (A) s1 OA si si ducem wE | OA. Avem aw=A'FE
si deci 24’E=0A. Punctul E este fix §i locul lui o este o dreaptd

(D)1 0OA. 1202. Tangenta in A si A M intilnesc pe BC in EsiF,
A(EBFC) este armonic, deci diviziunea (EBFC) este armenici,
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prin urmare, AF este polara lui E si trece prin P. 1203. M'N’ st
tangenta in O’ se intilnesc in [ (fig. 369); se duce coarda
0’0" 1 AB, care intersecteazi pe M'.N' in C. Se va observa ca
fasciculul P(O”M'O’N’) este armonic, cici AB||PO” dia MO=ON.
Fasciculul O'(CM'IN’) este si el armonic, deoarece are unghiurile

sale egale cu ale celui precedent. Polara lui / este deci0'CO " 5i [ se
giseste pe diametrul AB10°0". 1204. Fie AN simediana, AT
tangenta in A (T pe BC) la cercul (0) circumscris lui A BC, P inter-
sectia tangentelor in B si C. Mediana imparte in parti egale pa-
ralelele la. BC, iar simediana ANV antiparalelele la BC mairginite la
AB, AC. O antiparaleld este perpendiculard pe OA, deci paralela
cu AT. Deoarece o paraleld la AT este impartitd in parti egale
de AB, AN, AC, fasciculul A(TNBC) este armonic si polara lui 7
trece prin polul P al dreptei BC. 1205. Se orbervd ca AA’, BB’
CC’ se intersecteazd intr-un Q
punct, deci polii lor sint
coliniari. 1206. Fie A’ picio-
rul bisectoarei date, A" pi-
ciorul celeilalte bisectoare;
el se va gisi pe polara lui 4’
in raport cu cercul dat si
pe perpendiculara in A pe
AA’. A’A” determind pe
cerc virfurile BsiC(G.M.VI).
1207. Fie A’ 51 A" picioa- Fig. 370

rele bisectoarelor ce pleacd

din A si P polul dreptei AA " fatd de cercul cu centrul M si raza
MB (fig. 370). Se va observa cd X PA’'M = 90°, deoarece daca

Q=(MP, AA"), atun:i MP. MQ=MA’'-MA" s MP | AA". A’ este
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intersectia cercului descris pe P ca diametru cu AA’ (G.M.IX).
1208. Fie M si N punctele date pe AB si CD, iar P intersectia
dreptelor AD, BC; PN intersecteazd pe AB in M’ sipolara lui P
in raport cu cercul, in Q. Se va observa cd M’ este cunoscut ca
fiind conjugatul armonic al lui ;N in raport cu PQ (G.M.VII1I). 1209.
Fie A" mijlocul lui AH, A, proiectia lui A pe BC si A’ mijlocul
lui BC (fig. 371). Se stie cd A’A”" 1 AT, si deci A" este ortocen-
trul triunghiului AA’T,. Rezultd cé polara luiA in raport cu cercul
{0,) trece prin T,. Dreapta A« este polara lui T, in raport cu (Qy) si
cum 7T,, T,, T, sint coliniare (probl. 1091), A«, BB, Cy sint con-
curente (G.M.XVI). 1210. Fie A’ proiectia luiM pe BC, B’,C’ analo-

gele lui A’. Deoarece A’, B’,
C' sint coliniare (probl. 257),
rezultd cd polarele lor a«,
bB, cy concuri in polul drep-
tei lui Simson in raport cu
cercul (0). Dacd doud din
virfuri sint fixe, dreapta lui
Simson a lui M trece printr-
un punct fix si deci locul lui
S este o dreapta(G.M.XX]).
1211. M’ N’ intersecteaza pe
Fig. 371 AB in D si pe AMN in [

(fig. 372). Polara lui B in

raport cu cercul dat este aceeasi cu polara lui Bin raport cu un-

ghiul A//3'; ea intersecteazi pe AB in E. D este conju-

Fig. 372 Fig. 373

gatul armonic allui A in raport cu E si B, deci este fix. 1212.

Ducem tangenta 7'A’ cercului AB’C’ si fie [/ punctul de la
infinit pe dreapta BC (fig. 373). Avem A(BC MI)=—1. Deoarece
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coarda B’C’ a cercului AB’C’ trece prin polul T al coardei A'M,
punctele B’, ', M, A’ formeazi un grup armonic pe cercul A B'C*
si proiectindu-le din punctul A pe drcapta BC, avem A(BCMA')=
=—1. Rezultd ca dreptele A, AA’ coincid si deci AA’||BC, iar
AA'TT' este un trapez isoscel. 1213. Fie ABC, A’B’'C’ cele doud
triunghiuri, iar «, B, v, @, b, respectiv punctele de intilnire a
dreptelor (BC, B'C’), (CA, C'A"), (AB, A’B’), (AB, C'A"), (AB,

B’C’). Punctele «, b, C’, B’ au ca polare dreptele AA’, AC’, AB, AC.
Deci (abC’'A’)= A(A'C’'BC) sau intersectind fasciculul cu A'C’,
(«bC'B’)=(BaC’A’). Dreptele B, ab, A’B’ sint concurente si astfel
@, B, v sint coliniare. 1214. OP, O'P se intilnesc cu polarele lui
P in raport cu (0), (0’) in punctele M, M'si avem OM-OP=R?;
O'M’-0'P=R" (tig. 374) Cercul de diametru PQ este ortogonal
cu (0) si (0). Centrul siu O, descrie axa radicald (D) a cercu-
rilor (0) si (O’). Deci Q descrie o dreaptd simetricd cu (A) in ra-
port cu (D). 1215. Fie M un punct al locului, M’ punctul de intil-
nire a polarelor. Cercul descris pe MM’ ca diametru este ortogo-
nal celor trei cercuri, deci este fix. Acesta este locul punctelor M
si M'. 1216. Fie P punctul comun al tangentelor in A si B la cerc
(fig. 375). Fasciculele A(PBCD B(PACD) sint armonice si au o
razid comuni. Se deduce cid P se afld pe dreapta CD. 1217. Fie Q
polul dreptei CD (fig. 375). Cercul cu centrul in Q si care trece
prin C, D este ortogonal cu cercul in care este inscris patrulate-~
rul si intilneste pe AB in E si F, conjugate armonic cu punctele
A, B. Cercul (Q) este locul geometric (probl. 452) al punctelor M,
astfel ca MA:MB=FEA:EB=FA:FB. Deci CA : CB=DA : DB.
1218. Va trebui s dovedim c& CD este simediand (probl. 583) in
triunghiurile CAB, DAB, iar AB este simediand in triunghiurile
ACD, BCD (fig. 375). Fie P polul coardei AB fatd de cercul cir-
cumscris. Diametrul cercului ce trece prin P intilneste cercul in E,
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F, iar pe AB in I. X ACF=<FCB si punctele I, P sint conju-
gate armonic cu E, F. Fascuculul C(EFIP) este armonic si cum
CE | CF, aceste drepte sint
bisectoarele unghiului /CP. Deci
X ICF = X FCP, care aratd ca
CD este simediand in triunghiul
CAB. 1219. a)ACAI ~ ACDB si
AADI~ACDB (fig. 375). Deci
4 NACI~ADAI si X AIC=<AID.
b) Din triunghiurile asemenea
ACI, DAI deducem [IA2=IC-ID.
¢) DinxCIB=<CAD si <X DIB=
=< CAD rezulti X CID=2xCAD.
d) H fiind punctul comun diago-
nalelor AB, CD, IH este bisectoa-
rea unghmlm CID si deci IC : ID=

=HC : HD. e) Dreptele CI si AJ

Fig. 375 intilnesc din nou cercul in ﬂ si
L B'. Avem ID =1D', JB=JF si
AB'=CD’. 1220. Fie A,B,C, noua pozitie a lui A’B’C’ dupi trans-
latia 0’0 (fig. 376). Insemnim cu (a, b, c), (a,, b;, ¢;) respec-
tiv proiectiile punctului O
pe laturile triunghiurilor
ABC, A].B].Cl' Patru]ate'
rele aA,b,B,b,BcC,, cCia;,A,

Fig. 376 Fig. 377

a;AbB,, bByc,C, ¢,CaA, sint inscriptibile, deoarece au cite doud un-
ghiuri opuse drepte. Rezultd Oa -0A4, = 0b, 1OB = Oc -0C,=
=0a, -0A=0b - -OB,=0c,-OC=k?; acestea aratd ci 4, B, C si
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Ay, By, C, sint polii laturilor B,C;, C,4,, A,B,; BC, CA,
AB fatd de cercul (0, k), adici ABC, A,B,C, sint polar reciproce
fatd de acest cerc (G.M. XXII). 1221. Fie / punctul de intilnire a
dreptelor OA si BC. Avem O(BICa)=O(Bayl)=0(yIBax) si deci
A(BICx)=0(yIBa). Aceste fascicule au razele AI, O/ confundate.
Ald solutie. Se considera un  triunghi A,B,C;. Iniltimile
acestui triunghi 4,4, BBy, C,C’; sint concurente. Se transforma
figura prin polare reciproce, luind un cerc director cu centrul in O.
1222. Se transform& prin polare reciproce tcorema lui Pascal (fig.
377). 1223. Caz particular al teoremei lui Brianchon. 1224. Fie a,
b,c punctele de contact ale laturilor lui A BC cu cercul (0), M punc-
tul de tangentd a dreptei T cu cercul, «, B, y proiectiile lui M pe
be, ca, ab. Punctele «, B, y sint coliniare (probl. 257). Transfor-
mind aceastd proprietate prin polare reciproce fatd de cercul direc-
tor (0), obtinem teorema cerutd (G.M. XXIII). 1225. Transformata
prin polare reciproce a teoremei din probl. 1191 (fig. 378). 1226. Se

NG jb a/ g
/

) Z

£
4

V.4
Fig. 378 Fig. 379

deduce din problema precedentd cind punctele /, I’ sint la infinit
respectiv in directiile (D), (D’). 1227. Fie (A), (A’) doud din cele
cinci drepte ; acestea sint intilnite in A, A’, B, B’, C, C’ de cele-
lalte -trei. Vom considera patrulaterele complete (A, A’, BB’,
CC");5 (A, A CC’, AA'); (A, A, AA';EB,&E a, %3, By, BZ_?__‘LI_)
+ro Tespectiv mijloacele segmentelor BC’, CB’, CA’, AC', AB',
BA’. Din problema precedenti deducem ci dreptele oja,, BB,
Y1v2 se intilnesc intr-un punct. 1228. BC intilneste pe (D) in E
(fig. 379). Fie F conjugatul armonic al lui C in raport cu E si
B: AF intersecteazd pe (D) in punctul ciutat P. 1229. Se va ob-
serva ci dreptele MP si Mz sint conjugate armonic in raport cu
tangentele MA, MB. Se va deduce de aici cd MP trece prin polul
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dreptei zz’ in raport cu cercul (0). 1230. Se vede imediat cd FG este
polara lui E in raport cu unghiul AFB (fig. 380) (probl. 1160), deca
si in raport cu cercul si cd EG este polara lui F. Punctul G, inter-
sectia polarelor lui E si F, este polul lui £F. 1231. P si B sint con-
jugate armonice in raport cu punctele de intersectie a diametrului
PO’ cu cercul (O'). Polara lui P in raport cu (O’) trece deci prin B st
deoarece PO’ 1 CD, CD este polara lui P. Altd metodd. Se trans-
formi figura prin inversiune in raport cu P ca pol. Problema se re-
duce la urmaitoarea: se di o dreaptd (A) siun punct P; fie A proiec-
tialui P pe (A). Dintr-un punct B al dreptei (A) ca centru se descrie
un cerc (0’), care este intilnit de cercul PAB in punctele C si D.

S& se demonstreze cd PC si PD sint tangente cercului (O’). Tnss
aceasta este evident. 1232. Fie R intersectia dreptei AB cu media-

2
)
£
A\_/J )4
Fig. 380 Fig. 381

toarea lui MP (fig. 381). Cercul cu centrul R si raza RM deter-
mind punctele P si M conjugate armonic fatd de (C), pe diame-
trul EP, deci cele doud cercuri sint ortogonale. Dar cercurile care
intersecteaza ortogonal fasciculul de cercuri (C) au centrele pe
axa radicald AB a cercurilor (C) si formeaza un fascicul punctual,
deci numai unul trece prin P, adicd R este fix. (G.M.XXIX). A se
vedea si alte solutii G.M. XXXI). 1233. a) Fie E, F, G, H proiectiile
lui A respectiv pe BM, CM, BN, CN (tig. 382 ; P, Q prmectule
lui A pe MD s1 ND; A p]Clorul bisectoarei d1n A a triunghiulu
ABC. Avem M(BC4’D) N(BCA'D) = — 1= (EFDP)

= A(GHDQ), deoarece ultimele doud fascicule au razele perpendi-
culare pe razele omoloage ale primelor doud. Polul dreptei 4 P fata
de cercul AE M/ se afld pe AD si se obtine ducind din centrul O per-
pendiculara pe A P, deci paralela la MPD. Rezultd cd polul ciutat

este mijlocul 7 al lui 4D. La fel se arati ci polul dreptei AQ fati de
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cercul AGNH este tot I. Deducem IE - IF = IG - TH = 142, deci
punctele £, F, G, H sint conciclice si ¢) cercurile (I') sint ortogo-

nale cercului descris pe AD ca diametru. b) Fie « centrul cercului
(T'). Polara lui 4 fatd de o este perpendiculars pe Aw $i intersecteaza

pe Awin L. Avem wL-wA = g2, p fiind raza cercului (T') si deoarece
{(T') este ortogonal cercului (/) de diametru AD, oL A este puterea

Fig. 382

dui w fatd de cercul (), deci L se afli pe cercul /. Atunci perpendi-
culara prin L pe wA trece prin D (G. M. LIII). 1234. Fie NV centrul
sferei. circumscrise conului considerat si § virful conului circum-
scris sferei de-a lungul cercului (C). Se observd cd § este polul pla-

aului (w) si cd NV este mijlocul lui 0S. Rezultd c& dacd M este fix,
Jocul lui IV este un plan paralel cu planul polar al lui M. Cind M
descrie planul (P), S descrie tot spatiul si IV la fel. Se va observa
insd cd N nu poate fi in interiorul sferei (G.M. XIV). 1235. a) M
fiind un punct pe cercul (4), iar M T tangenta in acest punct, (P)
este planul determinat de punctul B si dreapta MT. b) Fie « si B
polii planelor cercurilor (4) si (C). Conurile cu virfurile in «, v
si avind ca baze respectiv (4) si (C) sint circumscrise sferei in
toate punctele acestor cercuri. Punctele «, M, vy sint coliniare.
Punctul y se giseste in planul polar (=) al punctului B in raport
cu sfera pe conul cu virful in « §1 avind cercul (4) ca bazi.
Locul lui y este deci intersectia lor: o conicd. 1236. Se intersec-
teazd sfera cu un plan (R) dus prin centru si perpendicular pe
dreapta (D), intersectia planelor (Q), (Q’) in care se gédsesc cercu-
rile (A), (A’). Planul (R) intersecteaza sfera dupd un cercmare (')
§i planele (Q), (Q') dupd diametrele ab, a’d’ ale cercurilor (4), (4’).
¥ie § intersectia dreptelor aa’ si bb’, iar S’ ntersectia dreptelor
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ab si a’b’. Cercurile (A4), (A’) se gisesc pe doud conuri, unul cu
virful in §, iar altul cu virful in §’. Planele (P) formeazi doua
serii, unele sint tangente conului (S, 4), altele sint tangente conu-
lui (S’, A’). Din problema precedentd se deduce ci locul ciutat se
compune din doud conice.

XXVI. 1237. Daci plecind din A si B, M si N sint luate pe cerc
in sensuri contrare, locul este evident mediatoarea lui AB. Daca
sint luate in acelasi sens, fie P punctul comun dreptelor A M, NB,
Q al dreptelor AB si MN. PQ trece prin O iar P si Q sint conjugate
armonic in raport cu punctele de intersectie a dreptei PQ cu
cercul, deci OP - OQ = R?, R fiind raza cercului (0). Locul lui P este
deci un cerc care trece prin O §i care se obtine prin inversiune
din dreapta AB (probl. 196). 1238. A’, B', C’ picioarele’inél'gi—
milor, A", B”, C"” proiectiile lui H pe MA, MB, MC. Din patrula-
terul inscriptibil A4 “A’'A, si cele analoge se deduce HA". HA,=
=HA-HA'=HB-HB'=HB"-HB,=HC-HC'=HC"-HC, (probl
677); A", B”, C" se gidsesc pe cercul descris pe MH ca diametru,
deci A,, B;, C, se gisesc pe o dreaptd obtinutd din acest cerc prin
inversiune in raport cu H ca pol. 1239. Se deduce printr-o inver-
siune in raport cu cercul conjugat (probl. 1200), observind ci
proiectiile ortocentrului pe mediane apartin unui cerc avind ca
diametru segmentul ce uneste ortocentrul cu centrul de greutate.
1240. © este unul din centrele de asem&nare. Fie A si A’ punctele
de contact ale cercurilor (0) si (O') cu una din tangentele comune
duse prin o, B si B’ punctele unde aceeasi tangentd intilneste
axa radicald, de o parte, si cercul descris pe segmentul centrelor de
aseminare, de altd parte. Trebuie sid se demonstreze cd wB wB =

=wA ‘wA’, ceea ce se face observind ci centrele O, O’ si centrele de
asemdnare formeazd o diviziune armonicd, deci i @wAB'A’ este o
diviziune armonicd, wB’' = 2wAd - wA’ : (04 + wA’), insd B este
la mijlocul lui 4A4'. 1241. Fie patrulaterul convex A BCD inscris in
cercul (0). Se face o inversiune luind ca pol punctul A si ca modul
un numdr pozitiv arbitrar A. Cercul se transforma intr-o  dreaptd.

Fie b, ¢, d inversele puncte]or B, C, D. Avem bd = bc —}- cd si cum
bd:l -BD:AB-AD, bc=A-BC:AB- ‘AC, cd=Xx-CD: AC- AJ) se

deduce AC-BD=AB-CD+AD-BC (prima teoremi a lui Ptolo-
meu). Aplicim relatia lui Stewart punctelor coliniare b, ¢, d si punc-

tului A. Avem Ab%-cd+Act-db+Ad? bc+cd -db-bc=0, unde cd=
=cd, db=—db, br=>be, Ab*=N2:AB% Ac2=)2:AC?, Ad® = A*»A 2.
Ficind inlocuirile de mai sus, obtinem AC:BD=(AB.AD +
+CB-CD) : (BA-5C+DA -DC) (a doua teoremi a lui Ptolomeu).
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1242, Se face o inversiune luind ca pol punctul O. Problema se
reduce la demonstrarea proprietdtii: daci perpendicularele cobo-
rite dintr-un punct O pe laturile triunghiului a’d’c’ le intilnesc in
trei puncte coliniare, atunci O apartine cercului a’d’c’ (probl. 257).
1243. Se transformd figura printr-o inversiune, luind ca pol

punctul O iar ca modul OA> Cele trei cercuri se transformi in
indltimile triunghiului A BC. I este inversul ortocentrului H. Locul
lui H este cercul lui Carnot (C) (probl. 141). Locul lui I va fi
inversul lui (C). 1244. Sz transforma figura prin inversiune, luind
pe O ca pol si patratul razei cercului (0) ca modul; a, b, c, d, e,f
fiilnd mijloacele laturilor lui ABCDEF, inversele lor formeazd un
hexagon a’b’c’d’e’f’ circumscris cercului (0). Inversele celor trei
cercurl sint dreptele a’'d’, b’e’, ¢’f’, care sint concurente, dupai
teorema lui Brianchon (probl. 1222). 1245. Transformdm figura
prin inversiune luind pe O ca pol; cercurile date se transformi in
drepte formind un-triunghi A'B’C’ ale cdrui virfuri sint inversele
punctelor A4, B, C. Perpendicularele duse din O pe coardele OA,
OB, OC se transformi in ele insele; ele sint perpendiculare pe
04’, OB’', OC’ si se intilnesc respectiv pe laturile B'C’, C'A’, A'B’,
in punctele «', B, y' coliniare-
(probl. 1221). 1246. Transformam
figura prin inversiune luind pe 4
ca pol. Cercurile (0) si (0") se
transforma in dreptele (D), (D "),
iar cercurile (0), (@) in cercurile
(0y), (o), tangente la (D) si(D").
Cercurile (0,), (w;) se intilnesc
in M,, N, si dreapta M N, este
transformata cercului A MN. Locul
cautat este o dreaptd (A) perpen- )
diculard pe M,N, si paraleld cu

bisectoarea unghiului format de Fig. 383

dreptele (D), (D"). 1247. Se stie

cd ortocentrul unui triunghi §i punctul in care o indltime intersec-
teazad cercul circumscris sint simetrice in raport cu piciorul in&ltimii
(probl. 231). H’ fiind intersectia Iui AD cu cercul ABC (fig. 383),

atunci DH' = DH. Puterea lui D fati de cercul ABC dia DH' -DA—=
—DH -DA=DB-DC=puterea lui D fati de cercul (O)=-const.
DH -DA—const aratd ci H descrie figura inversi dreptei (A),

deci un cerc ce trece prin D si al cérui diametru, dus prin acest
punct, este perpendicular pe (A) (R.M.F.1. 1954). 1248. Se trans-

forma figura prin inversiune luind / ca pol si /A -I1,=IB-II,=
=IC-I,I (probl. 677) ca putere de inversiune. Cercurile /1,7, si
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IBC devin dreptele CBsi /,1,. Cercul IMN devine dreapta DE
care uneste mijloacele lui BC si I,7,. In patrulaterul complet

IBI,CI,I,, DE trece prin mljlocul w al diagonalei /1,. Cercul IMN
trece prin punctele fixe I si P. 1249. Fie I, I,, I,, I, centrele
cerculuiinscris i cercurilor exinscrise. 1/, intilneste latura BCin A’.
Fie Ay, «;, o’ proiectiile lui A, I, I, pe CB, M mijlocul acestef
laturi. Diviziunea (AJA’l,) este armonica, deci si (A,aA’a’) este
armonicd. Se va duce prin A’ 0 a doua tangentd comund cercuri-
lor () si (1,) care le atinge in D si D'. MD intilneste pe [ in E,

MD' pe I, in E’. Deci MA’ MAI_Ma_MD -ME= Ma'2. Se face

inversiunea in raport cu M ca pol si cu Ma? ca putere. Cerculk
celor noud puncte devine o dreaptd care trece prin A’ si este
paraleld cu tangenta in M la cercul celor noud puncte sau tangenta
in A la cercul circumscris, adicd este tocmai DA’D’. Cercul celor
noud puncte atinge deci cercul () in E si cercul (/,) in E’. Punctele
de tangentd se numesc punctele lut Feuerbach.1250. Se transforma
prin inversiune, luind ca pol / si ca putere [A-1[, = IB-1],=
= IC-11,. Problema se reduce la precedenta. 1251. Inversiunea, al
cidrel centru este centrul radical P al cercurilor exinscrise §i a cérei
putere este aceea a punctului P in raport cu aceste cercuri, le trans-
form& pe acestea in ele insele, inlocuieste cercul celor noud puncte
(O) prin cercul (T'), laturile trlunghlulm prin cercurile (w,), (o),
() si cercul inscris (/) prin cercul (I'). Cercurile (0,), ({) fiind
tangente (probl. 1249), si cercurile (T'), (I'") vor fi tangente. 1252.
Se observa c& <t BPD= < BAC=const. Transformim figura prin
inversiune luind pe P ca pol. AB se transformd intr-un cerc fix
care intersecteazd pe PB si PD in B’ si D'. Pentru cd dreapta B'D”
este tangentd la un cerc fix, cercul BDP este tangent la un cerc
fix (G. M. IX). 1253. a) Notdm punctele figurii transformate cu
accente. Dreptele care trec prin L se transformd in ele insesi,
cercurile in drepte, iar laturile patrulaterului in cercuri ce trec

prin L. Cercurile ABL, DCL (fig. 384, a) devin dreptele A'B’,
C'D' si se intersecteazs in M’ (fig. 384 b). Cercurile BCL, ADL.
devin dreptele B’'C’, A'D’ si se intersecteaza in N'. b) In patru-

laterul complet A'B'C’D’M’N’, dreptele LM’, LN’ sint conjugate
fatd de A'C’, B'D’, deci LM, LN sint conjugate fatd de diago-
nalele lui ABCD. ¢) Din faptul c& M’ si R’ sint conJugate fata

de A’ si B’, rezulti cd M4 = R 4 =MDB -R'A".
M’ B RB
S k _

Ins8 M'A’ = MA ——= etc. Inlocuind, gisim MA-R

LM LA
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=MB-RA. De asemenea, se aratd ci M'A’-R'B’ = A'B’'-MR|2
sau 2M'A'- A’'B'=A'B’'- M'R’, scriind 2M'A’- R'B' = (M'A’ —
— M'B’) - (M"B'+B'R’). Se dezvolt si se grupeazi termenii. In-
locuind pe M'A’, R'B’ etc., in functie de MA, RB etc., se obtine a
doua parte a egalitdtii. 1254. Se observa cd P fiind punctul de in-
tilnire a celor doud cercuri, patrulaterul ABPC este inscriptibil.
Fie A’ intersectia lui M P cu acest cerc. Cind A descrie dreapta (A),
se observd cd A’ descrie dreapta (4;), simetrica dreptei (A) fatd
de perpendiculara ridicatd pe mijlocul lui BC. Rezultd ci locu!l
lui P este inversul dreptei (A,), M fiind polul si MB-MC fiind
puterea de inversiune. Linia centrelor cercurilor din enunt trece
prin IV, centrul cercului care este locullui (P si deci trece printr-un
punct fix. Se va observa cd MN | (A,) G.M.IX). 1255. Se trans-
form4 figura prin inversiune luind pe /; ca pol: cercurile (0,), (0,),
(O5) se transformi in dreptele (D,), (Dy), (Ds), trecind prin acelask
punct, I transformatul lui 7,. Ay, transformatul lui A4,, descrie o
dreapté (D,) asa ca fasciculul (D;D,D,D,) s3 fie armonic. Se deduce
cd A, descrie un cerc trecind prin /, $i /, (G.M.XIII). 1256. a) Fie £
intersectia tangentei in T la cercul (0) cu BC. Se observi ca

PT? = PA® = = (PA— AB)(PA+ AC). Rezulti ci PA = PT =
= AB-AC:(AB+AC), ceea ce arati ci P este fix si cd locul lui T
este cercul de centru P si razi PA. b) Fie A’ si B’ intersectiile lui
AT si BT cu cercurile (0) si (O'). Relatiile AT-AA’=AB-AC si
BB'-BT—DBA?arati ci A’ descrie inversul cercului (T'), polul de
inversiune fiind 4, iar B’ descrie un cerc, inversul cercului ("), polul

de inversiune fiind B (G.M.XVI). 1257. Se transforma figura prin
inversiune luind pe A ca pol; locul lui P’ ,inversul lui P, este un

cerc (0') descris pe B’C’ ca diametru si deci locul lui P este
cercul (0), inversul lui (0’). Se va observa cd acest cerc este tan-
gent razelor IB, IC, I find centrul cercului ABC (G.M. XXI).

1258. Locul cercurilor este sfera de centru D si razi R*=DA -DB.
Fie § centrul unei sfere si O centrul cerculuil considerat. Se

observd ci DO-DS=DT?=const, DT fiind lungimea tangentei
duse din D la sfera S. Observind cd locul lui S este o dreapta
(A), deducem cd locul lui O este un cerc, inversul dreptei (A)
situat in planul determinat de D si (A) (G.M.XVIII). 1259. A fiind
modulul de transformare, avem A'B'=|\AB:MA -MB,AC’ =

|7\|AC MA-MC. Relatia A’B’ = A’C" se poate inlocui prin
MB:M€ = AB:AC s1 deci locul lui M este sfera, loc al punctelor,
astfel cd raportul distantelor la punctele B si C si fie egal cu
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AB:AC. Cind triunghiul A’B’C’ este echilateral, locul lui M este
un cerc. 1260. Se transformd figura prin inversiune, luind ca pol
punctul 4 si éa modul puterea punctului A in raport cu sfera (§);
aceasta se transformd in ea insdsi. (X) se transformad intr-un plan
trecind prin B’, inversul lui B, si tangent sferei (S) in punctul M’,
inversul lui M. Locul lui M’ este un cerc. deci locul lui M va fi
cercul ce se obtine printr-o inversiune din acesta. 1261. a) Sfera
(Z) trece printr-un al doilea punct fix C’, simetric cu € in raport cu
planul (Q). Punctele C §i C’ trebuie si fie de aceeasi parte a pla-
nului (P). CC’ intersecteazd planul (P) in 1. Avem IM?*=IC-IC’
si locul Jui M este un-cerc (I') cu centrul in 1. b) Raza oM, fiind
perpendiculard pe planul (P), este o generatoare a cilindrului
de rotatie, care are' ca bazd cercul (I') si generatoarele perpen-
diculare pe (P). Deci locul lui o este elipsa (E), sectiunea cilin-
drului prin planul (Q). ¢) Se transformad figura prin inversiune,

luind ca pol punctul C si ca modul C'C'%; sferele () se transform
in plane (=), trecind prin punctul C’, iar planul (P) intr-o sfera(sS),
trecind prin punctul C. Planele (=) sint tangente conului de rotatie
(U) cu virful in C’ si circumscris sferei (S). Planul tangent (7) in
C la o sferd (Z) este paralel cu planul (n) corespunzitor; el va fi
deci tangent unui con (V) de rotatie, paralel cu conul (U). Deci
si raza Co_| (T) apartine unui con de rotatie. 1262. Daci cen-
trele O,, O,, O; ale sferelor (S5;), (S,), (S;) nu sint coliniare, se
poate face o inversiune, astfel ca sferele transformate si aibi
centrele coliniare. Sectiunile sferelor prin planul centrelor 0,,0,, 05
sint trei cercuri mari (C;), (C,), (Cs) si polul de inversiune trebuie
sd se giseascd pe cercul ortogonal acestor cercuri. Problema s-a
redus deci la studierea cazului cind sferele fixe (57), (53), (S3) au
centrele lor 01, O3, O3 pe o dreapti (D). Se considerda o sfera
variabild (S’) de centru O’, tangentd acestor sfere respectiv in
punctele a;, @, a;. Dreptele 0’'O;, 0'0O;, O'O; trec, prin punc-
tele a;, a,, a; si sint in acelasi plan, care intersecteaza cele trei
sfere dupd cercurile mari (Cy), (C3), (Cs), iar pe (S’) dupd cercul
mare (C’) tangent in a,, a,, a3 celor trei cercuri. Rotind sfera (S)
in jurul dreptei (D), ea va rdmine tangentd sferelor date, iar punc-
tele @,, @, az vor descrie cercuri in plane perpendiculare pe (D).
Locul punctelor de contact ale sferei () cu una oarecare din sferele
(81), (Ss), (S3) se compune din patru cercuri.

XXVI1I. 1263. Dreptele AB, A’'B’ intersecteazd pe (D) in M’
si V. Fie P un punct oarecare pe (D). Cercul ABP intersecteazi
din nou pe (D) in @, iar cercul A’B'Q o intersecteazi in R.
Corespondenta intre P si R este biunivocd. P si R descriu divi-
ziuni omografice de aceeasi bazid. (D) va fi coarda comuna celor
doud cercuri, dacd in afard de Q vor avea incd un punct comun,
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adica dacd P siR coincid. In acest caz P si R sint punctele comune
celor doud diviziuni, deci doua solutir. Pentru relatia omografica,
notdsm MN =a, MP=z; MR=z', cu m, n lungimile tangen-
telor din M s1 IV respectiv la cercurile ce trec prin (4, B) si (4’, B').
Avem MP UQ MA - MB = m?, NQ-NR = NA'-NB = n2,
inlocuind pe MQ si NQ in MQ+QXN =a, deducem aa:x’——(az—nz)x—
—m?z’+am® = 0. Pentru punctele duble z = z’. Discrimi-
nantul ecuatiei trebuie sd fie > 0, deci (a+m+n)(— a+nz+n)

X(a—m+n)(a+m—n) <0, adlcatnunghlulcu laturile ¢, m, n sa nu
se poatd forma, decl a>m+n. 1264. Unui punct m i corespunde
un singur punct m’ si reciproc: Legitura intre aceste puncte este
algebrica. O fiind intersectia dreptelor (L), (L), s& notdim Om=z,
Om'=z'. Paralelele duse prin P la (L'), (L) intilnesc respectiv
dreptele (L), (L) in punctele ¢,j". In trlunghml mPi avem mO:mi=
=O0m': [P, care se poate scrie zz'—bz—az’ = 0, unde am pus
Oi = a, 1P = b;isij’ sint punctele limit, cici corespund punctelor
de la infinit ale ‘celor doud diviziuni. Deci im:j’'m’ = const.
1265. Corespondenta este biunivoca. Pentru punctele limitd ducem
tangentele paralele la cele doud tangente fixe. 1266. Punctele 4/
si .V descriu pe dreaptd diviziuni omografice. [ si J sint punctele
limitd (G.M. XXIV). 1267. Unui punct m ii corespunde punctul
m' iar lui m’ i1 corespunde acelasi punct m. Abscisele punctelor
m, m' sint legate algebric. Punctul central o este intersectia
dreptelor (L) si AB. Avem om-om’ = oA -0B = const. Punctele
duble a, b_sint date de oa? = 0b% = 04 -0B. Se gisesc luind inter-
sectia dreptex (L) cu cercul de centru o, ortogonal cu unul din
corcurile fasciculului. 1268. Punctul central fiind omologul
punctului de la infimit, vom duce la cerc o tangentd paraleld cu
(L), vom lua punctul B de intilnire cu (D) si vom duce tan-
genta Bo la cerc, care va intilni pe (L) in punctul central o.
Dreapta (D) intilneste cercul in doud puncte, «, 8. Tangentele
in aceste puncte intilnesc pe (L) in punctele duble a, b; o este
mijlocul segmentului ab. 1269. Punctele N si P descriu pe AC
si AB diviziuni omografice. Dacd punem CN = z, BP=2x,
vom avea intre z si z' o relatie omograficd de forma azz’' +
+ By + vz’ - 8 = 0. Aceastd relatie trebuie sa fie simetrics, deci
B=+. Clnd M se depirteazi la infinit pe (A), relatia este verificati
de z = 2’ = 0, deci & = 0. Deducem (1:2)+(1:2')=—a:B=const.
1270. Punctul central se afli pe diametrul perpendicular pe (1),
iar punctele duble se gdsesc la intersectia dreptei (L) cu cercul.
1271. Punctele M, N desciu pe OA, OB diviziuni omografice care
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au punctele 4 si B ca puncte limits. Deci AM-BN = k. Pentru a
gisi pe k, facemn pe P si vind in puuctul 0. 1272. Punctele m, m’

descriu pe (L) ca bazi diviziuni omografice. Dacd punem am = z,

am’ = z’, trebuie s avem o relatie omograficd de forma Axz’ +
+ Bz+Cx'-+D = 0. Abscisele punctclor duble sint rdddcinile
ecuatiei Ax?+ (B 4 C)x -+ D =0. Dunctele duble fiind con-
fundate cu a, acedstu ecuatie trebuie 1 admitd I‘ddaCIHd dubla
z = 0. Deci B—i— =0 91[) = 0; relatia intre z si 2’ devine
Azz'+B(z—z')=0 sau (1:z)—(1:2)-A:B= const. 1273,
Punctele m si m' descriu diviziuni omografice pe baza (L). Punc-
tele duble se gasesc la infinit. 1274. Punctele M, M’ descriu pe
Oy diviziuni in involutie. O este punctul central. Se giseste
pentru constanti valoarea k=aR?:(a — 2R), unde s-a pus OAd=a.
1275. Cercurile de diametre AA’, BB’ sint ortogonale (probl. 1165)
siaxa lor radicald (A) este polara punctului ¢ in raport cu cercul
de diametru BB’ si polara punctului b in raport cu cercul de dia-
metru AA’. (A) intilneste linia centrelor in O si OA-OA’ =
=0B-0B’. 1276. Punctele m, m’ descriu pe (A) diviziuni in invo-
lutie (probl. 1268). Proprietatea rezultd din reciproca problemei
1268 1277. Fie a, B, v punctele de tangent3 ale cerculu1 cu laturile,
iar o', B, ¥ 1zot,om1cele lor (probl. 1101). Punctele a’, b’ descriu pe
CB, cA’ diviziuni omografice. In punctul C se intilnesc doud
puncte omoloage; deci a’d’ trece printr-un punct fix. Se deter-
mind acest punct dind pozitii particulare tangentei; dacid se con-
fundid cu latura BC, atunci dreapta a’b’ devine ceviana Aa’.
1278. Fie ABC un triunghi circumscris cercului (0). O tangenti
la (O) intilneste laturile AB, AC in D si E. Fie m, m’ mijloacele

diagonalelor CD, EB ale patrulaterului format de dreptele 4B,

BC, CA, DE, iar I mijlocul lui BC. Si ducem prin dreptele
Ix||BA 1y||CA Cind tangenta DE variazi, punctele m, m’ de-
scriu diviziuni omograflce pe dreptele Iz, Iy. Cind DE commde
cu BC, punctele m si m’ coincid cu 1, deci dreapta m, m’ trece
printr-un punct fix. Dind pozitii particulare tangenteiDE, gisim
cd punctul fix este centrul cercului (0). 1279. Cind punctul M
descrie cercul circumscris, punctele B, v descriu pe AC si AB
diviziuni omografice. Deoarece in punctul 4 se confundd doud
puncte omoloage, dreapta By trece printr-un punct fix. In pozitii
particulare ale punctului M, dreapta «fy se confundd cu sime-
dianele (probl. 583, 587). 1280. Cind punctul// se miscd pe AB,

punctele M, M’ d°scr1u diviziuni asemenea pe OA, OB. Dreptele
MH, M'H au directii fixe. Locul lui H este o dreapté. 1281. Fie
a’, b’ punctele unde tangentele duse din a, & cercurilor I(v,), (v,)
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intilnesc pe (7). Cind tangenta ab variazd, a §i b descriu pe CA.

CB diviziuni omografice, a §i a’ descriu pe AC si (T) diviziuni
omografice, 1ar b si b’ descriu diviziuni omograflce pe BC s1(T).

Deci @’ si b’ descriu diviziuni omografice pe (7). Facind pe ab sa
coincida pe rind cu tangentele AC, BC, A B, se obtin pe dreapta (7)
puncte duble. Deoarece existd trei puncte duble pe (T), toate
punctele vor fi duble si punctele a’, 4" sint confundate. 1282. Fie o
punctul dedintilnire a dreptei BB, cu cercul, iar C; intersectia
dreptelor MN si wC. Cind punctul A4 se misci pe cerc, AB s1 AC
descriu pe MN diviziuni omografice, ce au puncte duble pe M
si N; deci (MNC'B"Y=(MNB,C]) sau C'M-B'N:C'N-B'M =
= BM-C{N:B,N-CiM si cum B’ si B, sint simetrice in raport
cu 0, avem B'N:B'M=B,M:B N si se deduce cd punctele C’ s
C: sint simetrice in raport cu O, adicd C, si Cj sint confundate.
1283. Cind punctul M se miscd pe cerc, MP si MQ sint raze
omoloage a doud fascicule omografice de virfuri P si Q, deci
punctele p, g descriu pe AB si AC diviziuni omografice. Cind
Mvine in A, punctele p si ¢ coincid cu A si deci dreapta pg trece
printr-un punct fix. Luind pozitii particulare, gdsim cd acest punct
este intersectia dreptelor BQ si CP. 1284. a) Triunghiurile
ABC, A'B'C’ sint simetrice in raport cu O. Dreapta (A) intil-
neste laturile B'C’, C'A’, A’B’ in punctele o', p’, v’ simetrice
cu «, B, v in raport cu 0. Deci (o'B'ya) = (afy’a’) = (a'y'Be ) si
C'(a'B'va)=DB'('y'Bx). Se deduce cd punctele A’, M, « sint col-
niare, M fiind punctul comun dreptelor C'y, B'B. b) Cind O se,
miscd pe (A), dreptele BB’, yC’ sint razele omoloage a doud fasci-
cule omografice de virfuri B, vy si avind doud raze omoloage con-
fundate dupi By. Locul lui M este o dreaptd. 1285. Fie (04, 0A’),
(OB, OB’) doud perechi de raze omoloage, care intilnesc cercul in
punctele (a, a’), (b, b’) si fie P intersectia dreptelor aa’ si bb'.
O secantd dusi prin P intilneste cercul in m, m'. Aceste puncte
unite cu O dau razele OM, OM’, care fac parte din involutia de-
terminatd de cele doud pere‘bhl de drepte. 1286, Ducem AH || BC;

H pe-cerc. Dreapta HP intilneste din nou cercul in K iar drep-
tele AK, BC se intersecteaza in 0. Dupé teorema lui Frégier punc-
tele M, M’ descriu pe BC diviziuni in involutie. Punctele B, C
sint o prereche de puncte omoloage a acestor diviziuni, iar O este

punctul central. Avem deci OM-OM'=0B-0C si cum OB-0C=
=0A OK, rezultd cd OM-OM'=0A -OK si punctele M, M’, A, K
se gisesc pe un cerc. 1287. Fie P, Q, R, S virfurile care determin
patrulaterul complet; laturile opuse sint (PQ, RS), (PR, QS),
(PS, QR). O dreapti (A) intilneste aceste drepte respectiv in punc-
tele (a, a'), (b, b'), (c, ¢'). Fie I intersectia dreptelor PR si QS.

B56



Avem Q(PRIb)=S(PRIb)si intersectind aceste fascicule cu dreapta
(A), obtinem (ac'b b)—(ca’b’b) sau (ac'b’b)= (a’cbd’) s1 punctele
(a, a’), (b, b’), (c, ¢’) sint in involutie. Transformind prin dualitate
prima proprietate, obtinem pe cea de-a doua. 1288. Pistrdm nota-
tille problemei precedente. Punctele P, Q, R, § se gésesc pe un
cerc (0). Fie (m, m’) punctele in care (A) intilneste cercul. Avem
R(PQmm')= Psz7 ). Aceste fascicule intersectate de trans-
versala (A) dau (be'mmy=(cb’'mm’) 51 cum (cb’'mm’)=(b'cm’'m), se
deduce (bc'mm')=(b'cm’m) $1 perechile de puncte (b, '), (¢, ¢’),
(m, m') sint in involutie. Dacd se translormd prima proprietate
prin polare reciproce, luind cercul (O) ca cerc director, se
obtine ultima proprietate. 1289. Presupunem ci punctele (a, a’),
(b, b'), (c, ¢’) sint in involutie. Fie D punctul de intilnire a drep-
telor Aa’ 51 Bb’', iar ¢, intersectia dreptelor (A) si CD. Teorema
lui Desargues aplicatd patrulaterului ABCD intersectat de (A)
aratd cd punctele (a, a’), (b, b'), (c, ¢;) sint in involutie. Deci ¢’
si ¢; se confunda. 1290. Fie a, b, c, a’, b’, ¢’ punctele unde o dreapté
(A) intlilneste respectiv dreptele BC, CA, AB, Aa’, Bb', Cc'
Pentru ca dreptele Aa’, Bb’, Cc’ sd fie concurente este necesar
si suficient (probl. 1289) ca perechile de puncte (a, ¢'); (b, b"), (c, ¢')
sd fie in involutie sau ca perechile de drepte (Pa, Pa’), (Pb, Pb’),
(Pc, Pc’) sa fie in involutie. Cind (A) este dreapta de la infinit, se
obtine proprietatea enuntului. 1291. a) Fie (y) cercul circumscris
i ABC; a este centrul radical al cercurilor (v), (o) si OBC, deci
se afld pe axa radicald a cercurilor (), (). b) In patrulaterul com-
plet format de laturile triunghiului ABC si de dreapta (abc),
virfurile opuse sint (4, a) (B, b), (C, ¢); deci (probl. 1287) pere-
chile de drepte (0A, Oa), (0B, 0b), (OC, Oc) sint raze omoloage
a doud fascicule in involutie. Dreptele A,4', BB’, C,C’ sint
concurente dupa teorema lui Frégier (probl. 1285). 1292, Fie d, d’
punctele de intilnire a cercului si a dreptei (A). Perechile de
puncte (a, «'), (b, b"), (¢, ¢’) (d, d’) sint puncte omoloage a doua
diviziuni in involutie, admitind ca puncte duble punctele p, g.
Dreapta Aa’ intersecteaza cercul in M, iar dreptele MB, MC
intilnesc pe (A) respectiv in punctele bl, ¢,- Teorema lui Desar-
gues (probl. 1288) aplicatd patrulaterului A BC M arati cd punctele
(a,a’), (b, by), (¢, ¢1), (d, d') sint puncte omoloage a doud diviziuni in
involutie. Se deduce ci &, ¢; coincid cud’,c¢’. 1293. Triunghiul A BC
si dreapta (A) formeazd un patrulater complet, in care virfurile
opuse sint (A4, 4,), (B, By), (C, C;). Deci (probl. 1287) perechile
de drepte (DA, DA,), (DB, DB,), (DC, DC,) sint in involutie si
dupi teorema lui Frégier (probl. 1285) dreptele AA4,, BB,, CC,
sint concurente. Cind D se deplaseazd pe cerc, dreptele AA,, BB,

sint raze omoloage a doud fascicule omografice, avind ca virfuri
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punctele 4 si B si avind doud raze omoloage confundate dupa AB.
Deci locul lui M, intersectia dreptelor AA,, BBy, este o dreaptd.
Cind D se afld in 4, B, C, punctul M vine respectiv in 4, By, Cy.
1294. Unui punct m ii corespunde un singur punct m’ §i reciproc.
Prin fiecare din dreptele date (D), (L), (L’) se duc plane paralele cu
celelalte doud. Se obtin gase plane care formeaza un paralelipiped
abcdefgh in care (D), (L), (L) sint trei muchii ce n-au o extremi-
tate comuni. Un plan oarecare tracind prm (D) intilneste planele
paralele abed, efgh dupa paralelele am, epm’, m fiind pe (L), p pe

gh 51 m’ pe (L) pm | (D). Avem m'g: mf— gp fe sau cm : cd =
=gm’ : (fg + gm’) si daCa punem cm = z, cd = a, gm’ = z',

fg = B,deducem zz’ 4+ Bz — az’ = 0.
XXVIII. 1295. Fie N unpunct interior elipsei de focare F, F’;

F'Nintersecteazi elipsain M. Avem NF<<N M+ MF si NF+NF <

< MF 4+ MF’ = 2a, 2q fiind axa elipsei. Solutie analogi pentru N
exterior. 1296. Procedeu analog ca la problema precedentd. 1297,
Fie N interior, IV, proiectia lui pe directoare §i M punctul unde

N,N intersecteazi parabola de focar F. Avem NF< NM+ MF sau
NF< NNy, pentru cd MF = MN,. 1298. Fie M un punct pe curbj.
Teorema medianei aplicatd triunghiului MFF’ ne da MF24 MF2 =
=20M?+20F?. Dar MF+ MF = 2a = const. OF= OF" = ¢ =
= const. Deci OM? = 2a%—c?*— MF-MF’. Suma factorilor fiind
constantd, produsul MF-MF" este maxim cind factorii sint egali

‘MF=MF'’. Extremititile axelor rispund problemei. 1299. Fie
F, F', F, focarele elipselor §i M unul din punctele lor comune. Din

MF + MF = MF + MF, sededuce MF" = MF, si M se giiseste
pe mediatoarea segmentului F'F; care intersecteazi numai in doud

2 puncte una oarecare din elipse. 1300.
Elipsa sau hiperboli cu focarele in
centrele celor doud cercuri. 1301,
Elipsi sau hiperbols cu focarele in
A 51 B, dupd cum C este intre A
si B sau pe prelungirea lui A B. 1302.
O parabolid avind ca focar centrul O,
1ar ca directoare o dreaptd paraleli
u (A) si departata de (A) cu o lun-
eime egald cu raz: cercului (0). 1303. Parabole avind focarul in
nunctul dat sidirectoarea paraleld cu dreapta data. 1304. Fie w punc-
tul al cirui loc il cdutdmgi w’ proiecyia lui pe O4. Avem w0+ ww =

/l ) v
Fig 3%5
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=0A=const. Problema se reduce la precedenta. 1305. Fie P
‘punctul al cdrui loc se cere (fig. 385); A punctul de tangentd a lui
{A) cu cercul (0). Din egalitatea de unghiuri {NOA= <L NOM =
=<JONP, rezulti cd triunghiul O.\'P este isoscel. P fiind egal
«epartat de o dreaptd fixa (A) si de un punct fix O, descrie o para-
bold. 1306. Avem EC—EB=— EC—E I=CB=const. O hiperbola
«cu focarele in A4 i €' cu axa transversi egald cu BC. 1307. Fie M
un punct comun al celor doua parabole, M, proiectia sa pe direc-
toarea comund. £, §i F, fiind cele doud {vcare, avem MF, = MM,
$i MM, = MF,. Deci MF,=MF,, 5i M se afli pe mediatoarea
segmentului F,F,. 1308. Fie F focarul i ¢ punctul unde FP inter-
secteazd directoarea. Se stie cd FP=PQ si MQ este paraleli cu
axa. Fie E intersectia dreptei VP cu axa. FNQE este paralelogram,
deci EF = QN si E este fix. 1309. Fie M un punct comun parabo-
lelor, F focarul comun, iar M,, M, proiectiile lui M pe cele doud
directoare. Din MF=MM, si MF._MMZ, rezultd MM,= MM,

1310. Si consideram doud puncte vecine M, M’ pe elipsa de centru 0
§i de focare F, F'. Ludm pe F'M o lungime F"D=F"M" si pe FMo
lungime FC =FM; MD = MC. Fie G un punct pe secanta MM’
si GI || M'D, GH[|MC’ I si H fiind respectiv pe MF' si MF.
Patrulaterele GHMI si M'CMD sint asemenea, deci MI = MH.
Dreptele GH si GI sint parpendiculare pe bisectoarele unghiurilor
la virf, ale triunghiurilor isoscele CFM', DF’'A{’. Cind punctul M’
se apropie de M, secanta, MM’ are ca limitd tangenta in 3 si la
limitd GH | MF, GI_LMF’ 1311. Fie M, M’ doud puncte vecine
pe parabold, ¢ si ¢’ proiectiile lor pe directoare. Luim pe FM o
lungime FC = FM' si pe .M o lungime E_ o' M'; MC= ME.
Fie G un punct pe MM si GIHM C, GH WM'E, IsiH fiind respectiv
pe FM si oM. ‘Patrulaterele CM’EM IGH M. sint asemenea, deci
MI =MH; GH ] Mo, iar GI este perpendiculard pe bisectoarea
unghiului din F al triunghiului isoscel M'FC. Cind M’ se apropie
de M, MM’ devine tangentd la parabold si triunghiurile GMH,
GMI devin egale. 1312. Fie M un punct de intersectie. Cele doui
tangente in M sint bisectoarele unghiului FMF’ (probl. 1310).
1313. Fie M un punct comun parabolelor si (A) paralela dusd prin
M la axa comuni a parabolelor. Cele doud tangente in "M sint
bisectoarele unghiului format de (A) cu MF (probl. 1311) 1314.
Fie M un punct pe elipsd, ¢ simetricul lui F in raport cu tangenta
in M, iar K intersectia tangentei cu dreapta Fo. MF = o
sl deci MF'+ Mo= MF'+ MF = 2a.Locul lui ¢ este cercul direc-

359



tor cu centrul in F” si de razd 2a. 1315. Fie F, F’ focarele uneielipse
de centru O, K proiectia lui F pe o tangentd si ¢ simetricul lui F
in raport cu K. Avem F'o= 20K= 2a. 1316. Fie K proiectia lui F’
pe tangenta in M la parabold, iar ¢ simetricul lui F in raport cu K;

MF=Me¢ si Mo ]_(A). 1317. a) Fie P proiectia lui M pe ax&
(fig. 386), T punctul comun tangentei in M si axei, A virful parabo-
lei, F focarul, N piciorul normalei in M pe axi. F este mijlocul ipo-

M /

q N '
| <.
| "~
| /
| ~
L L ~

T L4 F 2 N /0 F A4
y/
Fig. 386 Fig. 387

tenuzei triunghiului dreptunghic TMN; deci triunghiul MFT
este isoscel. Proiectia lui F' pe tangenta M1 se gisesle pe tangenta
in virf (probl. 1316) care este perpendiculard pe axi. b) Fie ¢
proiectia lui M pe directoare. Figura MeFN este un paralelogram
$i oF= MN; deci AMPN= AgLF, L fiind punctul de intilnire

a dlrectoarel si axei. Rezultai PN= LF= p. 1318. Paralela prin
M la axd intersecteazd directoarea in NV (fig. 387); tangenta in M
inlersecteazd axa in L. Fie P punctul al cdrui loc se cere. Din < LMF
= L LMN= < MLF, rezulti ci triunghiul FLM este isoscel, deci
si FA P este isoscel. Locul este cercul cu centrul in F si raza IFA.
1319. Din aseminarea triunghiurilor dreptunghice ACR, A MQ de-
ducem MQ?= AC- AQ. Locul lui M este o parabold, avind ca axi
pe 4B si virful in A. 1320. Fie M un punct pe hiperbold; MF’ in-
tersecteazd cercul principal fn ¢. Fie K proiectia lui F pe tan-
genta KT in M: KT | Fo. Cind M se depirteazd la infinit, avem
of'|| KT si deci F’ | KF etc. 1321. Fie M un punct pe parabold,
¢ proiectia focarului F pe tangenta in M, iar A virful para-
bolei. Proprietatea cerutd rezul]td din aseménarea triunghiurilor
4F<p, MoF. 1322. In triunghiul BMN (fig. 388), BQ este media-
nd, iar O centrul de greutate; deci MO este medlana si trece
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prin mijlocul lui BN. Rezulti ci BN este paralela cu diametrul
conjugat lui OM si deci paralela cu langenta in M. 1323. Fie o
proiectia lui F pe tangenta in M, /N punctul unde aceastd tan-
genta este intilnitd de directoare,
iar P punctul de intilnire a tan-
genlei cu paralela dusid prin F la
dlrectoale ¢ se afld (probl. 1316)

pe “tangenta in virf. Deci No =

= Pyp si triunghiul NEP este
isoscel. 1324. A fiind virful  para-

bolei, avem "MP:=2p- AP =
— 2p(10+ 0P) = 2p(Ao+—)

(probl. 1317), iar M'N2= M()2+
—i-()z =2pAQ-+p?; deci MP=
= M’N. 1325. Daci punctul dat Fig. 388

M este pe curbd, se duc bisec-

toarele unghiului FMF'. Fie P un punct exterior, iar ¢ inter-
sectia cercului director eu centrul in F’, cu cercul de centru P si de

razi PF. Perpendiculara in P pe Fo este tangenta cdutatd. Altd
solutie numat pentru elipsd. a) M este pe elipsd. Perpendiculara din
M pe axa mare intilneste cercul principal (omografic) in M,;. Tan-
gentain M, la cerc intersecteazd axain 7. M T este tangenta ceruta.
b) Punctul P exterior elipser. Fie B, B’ extremititile axei mici si
B,, B; punctele comune axei mici si cercului omografic. PB inter-
secteazd pe AA’ in K, iar perpendiculara din P pe AA’ si dreapta
B, K se intilnesc in R. Tangentele din R la cercul principal intil-
nesc pe 44’ in T,, T,, iar cercul in Ny, V,. Dreptele PT,, PT,
sint tangentele ciutate, iar punctele de contact se gisesc pe proiec-
tantele punctelor N,, N, pe AA’. 1326. Fie ¢ intersectia cercului
director de centru F’ cu perpendiculara in F pe dreapta datd. Tan-

genta ciutatd este perpendiculard pe mijlocul lui F¢. Prohlema
nu este intotdeauna posibild la hiperbola. Altd solutie pentru elipsd.
Notatiile problemei precedente. O paraleld OD cu dreapta dusd
prin centru, intilneste dreapta BK, oarecare, in IV, iar KB, intil-
neste perpendicularain NV pe AA’ in N,. Tangenta la cercul omogra-
fic, paraleld cu ON,, intersecteazd pe AA’ in T’, T'm’ | ON, este
tangenta cerutd. Punctul de contact se afli pe perpendiculara
din M pe AA’. 1327. Procedeu analog ca pentru elipsd (prima
solutie), inlocuindu-se cercul director cu directoarea. 1328, Centrele
cercurilor ce trec prin punctul M, prin simetricul ¢ al focarului F

in raport cu (D) si sint tangente cercului director, cu centrul in F’.
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Alt@ solutic pentru elipsd. Fie A, A’, B, B’ extiremitdtile axelor
-elipsei, B,, B; punctele unde axa micd a elipsei intilneste cercul
omografic, L punctul unde (D) intilneste pe AA4’, K un punct pe
A4’ BK intersecteazd pe (D) in C. Perpendiculara in C pe AA’
intersecteazd pe KA, in C,. LC, intersecteazd cercul omografic
in M;, M, iar punctele ciutate se gisesc pe perpendicularele cobo-
rite din M,, M, pe 4A4’. 1329, Fie ¢ simetricul lui 7 in raport cu
(D). Centrele cercurilor ce trec prin F si ¢ si sint tangente directoa-
rei (probl. 412). 1330. Fie ¢, ¢’ simetricele punctelor F, F', respectiv
in raport cu PM, PM'. Triunghiurile PFo’', PF'¢ sint egale, cack
au toate laturile egale; deci X EPo" = Y F'Pop din care deducem
g J[PF . X M'PF’. Din trlunghluule egale de mai sus deducem
X PFo’ = < PoF’; dar X PoF' =< PFM, deci <x PFo =
= %EPFM. 1331.\Aceasta proprietate care se poate demonstra si
direct, se deduce din problema precedentd, observind ca parabolaA
este limita unei elipse la care un focar se depirteazi pe axa la infinit.
1332. Fie F, simetricul lui F in raport cu PM. Avem F'F, = 2a
s triunghiurile PQQ’ si PF\F’ sint egale, deoarece au PQ’ = PF'

PF, = PQ si <QPO' = < F,PF'. 1333 Ducem dreptele (D)
si (D) paralele cu (D) si la distanta R de ea (fig. 389); P si ¢
fiind pe bisectoare, PP, = PM si QQ, = Q_M scdzind si respectiv
addugind R la ambii membri, obtinem PP, = PO si Q0 = QQ,.
P descrie o parabold cu focarul in O si directoarea (D,) iar Q o
parabold cu focarul O si directoarea (D,). Tangenta la parabold
fiilnd bisectoarea unghiului format de dreapta ce uneste punctul
cu focarul si perpendiculara din punct pe directoare, gésim cd tan-
gentele in P si Q sint respectiv PN si QN (G.M.F. 3. 1954). 1334.
Fie F focarul fix, F, simetricul lui F’ in raport cu tangenta datd
se giiseste pe cercul director (C) cu centrul in F. Locul lui F’ va fi
cercul (C’) simetric cu (C) in raport.
cu dreapta datd (A), iar locul centru-
lui O, mijlocul lui FF’, va fi deci
un cerc. 1335. Se determind lungi-
mea FF'=2¢c, dintr-un triunghi drept-
unghic, deoarece a?= 5424 % F’' se
afla la intersectia cercului cu cen-
trul in F si de razid 2c¢c cu cercul cu

centrul in M si de razi (2a — MF).
1336. Fie (T), (T) doud tangente
paralele la o elipsd, in punctele M, M’,
simetrice in raport cu centrul 0;
K, K’ proiectiile lui F pe cele doua

362



tangente, L, L’ proiectiile lui F’ pe tangente. K _si K’ apartin
cercului omografic. Deci FK-FK' —const—b2 Dar FK' =

= F'L. Deci FK - F'L = b2 1337. I'ie P un punct; (T), (T,) tangen-
tele duse prin P la ehpsa de focare J', F'; ¢, o, mmetncele lui F'in
raport cu tangentele (T), (T,). Deci unghlul format de (7), (T})
este drept, X @Fo, = 90°, P este mijlocul ipotenuzei ¢g, in
triunghiul dreptunghic ¢F¢,. Triunchiul dreptunghic F'Po di
JPF"-i-PcpZ*P[”*-{—PI*‘—F’ = 4a2 Deci (probl. 644) locul lui P
este un cerc (cercul lui Monge sau cercul ortoptic) cu centrul in

centrul curbei. Raza acestui cerc este va? + b2, pentru ci virfu-
rile dreptunghiului construit pe axe apartin evident locului. In

cazul hiperbolei cercul lui Monge are raza va% — 62. In cazul para-
bolei cercul lui Monge se reduce la directoare. 1338. Fie P proiec-
tia lui M pe Oz. MP si paralela dusd prin O la AB se intilnesc

in N. ABPM ~ AOPN., Deci MP: NP= BM:ON sau MP =

b
= — VP. Locul lui V este un cerc cu centrul in (0). Deci locul
a :

lui M este o elipsd avind cercul loc al lui IV ca cerc principal.
1339. Sa considerdam o pozitie particulard a lui AB si cercul A BO.
Cind AF variazi, acest cerc trece intotdeauna prin 0. Fie D sik
extramitatile diametrului ce trece prin M. Locul lui D este o
dreaptid OX, iar locul lui £ o dreaptd OY | OX. Problema se
reduce la precedenta, cdci DE este constant si alunecd pe doua
‘drepte perpendiculare. 1340. Fie (D) o dreaptd perpendiculard
pe axa mare a elipsei si depirtatd de centru cu OF = a%:¢, M
un punct al elipsei, P proiectia lui M pe (D), NV intersectia dreptei
F'M cu cercul director (F’), iar I punctul unde tangenta in N
la cerc intilneste pe (D). Se observéd cd directoarea (D) este axa
radicald a cercului (F”) sia punctului F'; deci /N = IF si<t MNI =
= X MFI. Unghiul MFI va fi drept si punctele N, F, P situate
pe cercul descris pe MI ca diametru. Deci { NPM= X NFM=
= < MNF. Triunghiurile NMP si NF'F av toate unghiurile egale

si vom avea proportia MN: MP = FF": NI’ sau MF : MP =
= 2c: (2a) =c: a ete. 1341. Fie P $1Q proiectiile | punctelor M si NV pe

directoarea (D); ITM: IN = MP: NQ =FM: FN. Deci [ este picio-
rul bisectoarei interioare sau exterioare a unghiului MFN situat
pe MN. 1342. Se deduce din problema precedentd cind punctele
‘M si N se confundd. 1343. Fie M un punct oarecare din plan,
b lntersectla tangentelor in 4 si B la cele doud conice, deci polul
dreptei AB fatd de cele doud conice (fig. 390). Dreapta pPM
intersecteazd pe AB in Q, conjugatul lui Q fatd de A si B este
N, iar PN este polara lui Q fatd de ambele conice. Rezultd c& N

’
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este polul lui MP fatd de ambele conice (intersectia polarelor
lui PsiQ). Atunci polarele oricdrui punct de pe MP fatd de cele
doud conice trec prin N. Deci polarele lui M fatd de ‘cele doui
conice se intilnesc pe AB in conjugatul lui Q fata de 4 §i B.
1344. a) Fie A’, B’, C’ proiectiile punctelor A, B, C pe (d), iar
A, By, C respectlv simetricele punctelor 4, B C in raport cu
A, B, C. Punctele A, B, C se
gésesc pe tangentele la virfurile pa-
rabolelor, iar 4,, B;, C, pe directoare.
Dar 4,, Bl, C, se gisesc §i pe cercul
circumseris. Se foloseste apoi pro-
blema 271. b) Polarele’ punctului M
fatd de parabolele (P,), (P), (P.) sint
(probl. 1342) perpendicularele duse
in A, B, C pe dreptele MA, MB,
MC (GM. XXXII). 1345. PMQ
este polara lui A fatd de conici,
deci polara lui M trece prin 4. Ne
mai trebuie un punct. Conjugatul
lui M fatd de P 51 se afld pe polara
lui M fatd de conicé si fatd de un-
ghiul PAQ; dar conjugata medianei A M fatd de unghiul .1 este
paraleld cu BC. Rezultd cd polara lui M fatd de conicd este paraleld
prin A la BC. Fie M, punctul de la infinit al polarei (deci si al
lui BC). Polara lui i, fatd de conicil trece prin pol, deci prin M,
dar trece si prin centrul conicel o, este deci oM. Acesta fiind dla-
metru, M este mijlocul coardei si cum este si mijlocul lui BC,
capetele coardei sint izotomice fatéd de BC (G.M.F. 1950. 8). 1346.
Fie 4 un punct al cercului (C), AT tangenta in acest punct, M
polul lui AT in raport cu cercul director, P proiectia lui ¥ pe
(A). Vom avea OM: OC—=MP: CA sau OM: MP=d:r si locul lui
M este conica enuntatd. Reciproca este imediatd. 1347. Trans-
formind proprietatea prin polare reciproce, ajungem la propozitia:
dacd dintr-un punct a se duc tangentele am, am’ la un cerc (C),
dreapta mm’ este perpendiculard pe Ca 81 <Camm’'= <gam’'m. 1348.
Transformind figura prin polare reciproce, obtinem propozitia: se
considerd pe un cerc doud puncte variabile m, m’, astfel ca unghiul
ascutit format de tangentele in aceste puncle si fie constant;
a) locul punctului de intilnire a acestor tangente se compune din
doud cercuri concentrice cu cercul dat; b) infisuritoareca dreptei
mm’' se compune din dou#d cercuri concentrice cu cercul dat.

1349. O transformare prin polare reciproce ne conduce la propo-
zitia: se considerd un punct fix F pe un cerc (C) si se considerd

s

Fig. 390
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doud puncte variabile M, M’ pe cerc, astfel ca dreptele FM, FM'
sd formeze un unghi constant «; infdgurdtoarea dreptei MM’ este
un cerc (C’) concentric cu (C). In particular cind « = 90°, hiper-
bola se reduce la directoarea parabolei. 1350. a) O transformare
prin polare reciproce ne conduce la teorema lui Simson (probl.
257 si 1135). b) Cercul de diametru // trece prin A, B, C. 1351.
Prima solutie. Focarul F se géseste (probl. 1350) pe cercul circum-
scris. Simetricele lui F in raport cu laturile triunghiului se gisesc
pe o dreaptd care este chiar directoarea parabolei (probl. 1316)
§i care trece prin ortocentru (probl. 295). A doua solutie. Se trans-
form3 figura prin polare reciproce, luind pe F ca centru al cercului
director. Parabolei ii corespunde un cerc (C) trecind prin punctul F;
triunghiului dat ii corespunde un triunghi abc, inscris in cerc,
iar ortocentrului ii corespunde o dreaptd care se obtine astfel:
se duc prin punctul F perpendiculare pe dreptele Fa, Fb, Fc care
intilnesc respectiv laturile bc, ca, ab in punctele «, B, v, coliniare
(probl. 1221). Trebuie dovedit cd dreapta «fy trece prin centrul
C al cercului (C). Fua intilneste cercul in punctul ¢’ diametral opus
lui a; &', ¢’ punctele analoge. Teorema lui Pascal aplicatd hexa-
gonului Fa’acbb’F aratd cd punctele «, C, B sint coliniare. A treia
solutie. Fie (A4), (B), (C) laturile triunghiului circumscris, (4'),
(C"), tangentele perpendiculare respectiv pe (A4), (C) si fie (A)
dreapta de la infinit tangentd parabolei. Se aplici teorema lui
Brianchon hexagonului circumscris ale carui laturi se succed
in crdinea (A4), (B), (C), (C'), (A), (A"). Dreapta ce uneste punctul
(A,B) cu punctul (C’, A), aceea ce uneste punctele (B, C), (A, 4’)
si dreapta care uneste punctele (C, C’) si (4, A’) sint concurente.
Dar primele drepte sint doud iniltimi ale triunghiului dat, iar
a treia este directoarea parabolei, cici trece (probl. 1337) prin
punctele de intilnire a doud tangente perpendiculare .oarecare.
13562. Se transformi figura prin polare reciproce luind ca cerc
director un cerc oarecare cu centrul in F. Conica se transforma
intr-un cerc (C) (probl. 1347), iar punctelor m, n le corespund
tangentele M’, N’ la cerc, perpendiculare pe secanta Omn si care
o intilnesc pe aceasta in punctele m’, n’. Avem Fm-Fm' =
= Fn-Fn’ = R?, R fiind raza cercului director. Se deduce Fm =
=R2:Fm', 1:Fn=R*Fn'. Deci| 1:Fm—1: Fn|=|(Fm'—Fn'):RY|=
= n'm’:R2=2r:R? r fiind raza cercului (C). 1353. Fie F, F’
focarele conicei inscrise in triunghiul ABC. Avem (probl. 1330)
X BAF=XCAF’ etc. (probl. 586). In cazul parabolei, un focar
fiind situat la infinit, inversul sdu (probl. 256) se giiseste pe cercul
circumseris. 1364. Se deduce cu ajutorul ultimei p#rti a pro-

blemei 1330. 1355. ¥ MA’A,—XOAA,=¥O0A,A §i triunghiul
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MA,A este isoscel. Deci MA'--MO=MA,+MO=R. O elipsi
cu focarele in A’ 51 0 si cu axa mare egald cu raza cercului(0) (G.M.
XXV). 1356. Se observi ci FN= p_const Fie » punctul unde PN

intersecteazi axa. Avem Fo=FN=p; deci » este fix (G.M.XXIV).
1357. Fie F, proiectia lui F pe MM Triunghiul M M,F este isos-
cel si avem M,F,=M,F=p. Locul este un cerc cu centrul in F
(G.M. XXVII). 1358. Fie F; un punct al dreptei (D), I mijlocul
segmentului FF,, (A) perpendiculara pe mijlocul lui FF,, F’
proiectia lui F pe (D), N intersectia dreptei FF’ cu (A), iar M
simetricul lui V in raport cu I. Figura FMF,N este un romb.
Rezultd cd MF, = MF si MF, ] (D). Deci M se afli pe o para-
bold (P) care are punctul F ca focar si pe (D) ca directoare.
Deoarece pe (A) existd un singur punct M, ea va fi tangentd la
parabold (G.M. XXIX). 1359. Fie I punctul al cirui loc se cere,
N intersectia lui MI cu (A) (fig. 391), P’, Q’ intersectiile lui PI
§i QI cu QM si PM. Patrulaterul MQ'IP’ este circumscris conicei
date si se stie (teorema lui Brianchon) ci dreptele care unesc
punctele de contact ale laturilor opuse trec prin intersectia dia-
gonalelor. Fie « acest punct; deoarece se afli pe polarele lui P
s1 Q, o este polul dreptei (A), apoi din patrulaterul MQ'lP’'PQ
rezulti cd (MIoN)=—1. Deoarece M si N descriu doud drepte
fixe, iar o este fix, I descrie a patra razi a fasciculului armonic
A(MIwN), A fiind punctul comun lui (D) si () (G.M. 1947, 4).
1360. Prin ipotezd AB=CD (fig. . 392). Fie M mijlocul lui BC,
adici MB = MC; urmeazi ci MA = MD si deci MA-MB =
= MC - MD. M se giseste
pe axa radicald a celor
doud cercuri. Din trapezul
O, M, M,0, rezultd cd per-
pendiculara in M pe AD
trece prin O, mijlocul dis-
tantei centrelor, adicd prin-
tr-un punct fix. Deci toate
secantele ABCD se obtin
ducind perpendiculare in M
4 »  Pe raza variabildi OM. Ele
) infisoard o parabold care,

lig. 391 admite axa radicald ca tan-

gentd in virf si O ca focar.

Pozitii partlculare sint cele patru tangente comune. Se poate pune
problema si in modul urmator. Si se ‘arate cd cele patru tangente

a doud cercuri impreund cu axa radicald sint tangente unei para-
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bole. Se adaugd dreapta de la infinit a planului si se aplicd teorema
corelativi a lui Pascal. 1361. Din cauza simetriei latura opusa
trece printr-un punct fix, simetricul lui P fatd de O. Fie Q' sime-
tricul lui Q fatd de B (fig. 393). /’Q’=DB=2R: MQ= MQ’, deci
MP+ MQ= MP+MQ =2R. Locul lui M este elipsa care are P
51 Q ca focare si diametrul-ca axd mare. Q va descrie cercul direc-
tor al focarului P, iar AB este perpendiculard pe Q¢ in mijlocul
sau. Deci M este punctul de contact. 1362. Fie AOB un triunghi
dreptunghic in O, C mijlocul lui AB, O’ simetricul lui O in raport

0/
M
A V4
- 1|7
0
@

Y/, lh

Fig. 392 Fig. 393

cu C si A', B’ extremitatile diametrului perpendicular pe AB,
al cercului circumseris (C). 0'A’ si O'B’ sint simetricele bisec-
toarelor in raport cu (C). Invers, laturile OA si OB sint simetri-
cele bisectoarelor unghiului A’O’B’ in raport cu (C). Paralela din
O la BC mai intersecteazd cercul in F. Tangenta in O la cercul (C)
si paralela OF, fiind izogonale in raport cu OA si OB, urmeazi
cd dreapta lui Simson a punctului F in raport cu triunghiul OA B
este paraleld cu diametrul OCO’. Rezultd ca directoarea parabolei
{m), inscrisd in triunghiul OAB si avind focarul in F, coincide cu
diametrul OCO’. Parabola (=) este deci tangentd si diametrului
A’CPB’, fiindcd tangentele la o parabold duse dintr-un punct al
directoarei sint perpendiculare. Dreapta FO’ fiind paraleld cu
A'B’, rezultd analog cd parabola (='), inscrisd in triunghiul
O’'A’'DB’ si avind focarul in F, este de asemenea tangentd diametru-
lui A B. Dar parabolele (=) si (') coincid, fiindecd au acelasgi focar
F si au doud tangente comune — diametrele AB si A’B’. Aceasta
demonstreaza propozitia enuntatd (G.M. 1947, 7). 1363. Indoim
hirtia asa ca F sd vina intr-un punct F; de pe (D) si fie (A) linia
de indoiturd si I intersectia ei cu FF,, care este perpendicularé pe
(A). Avem FI=F,I. Fie F' proiectia lui F' pe (D) si N intersectia
lui FF' cu (A), iar M pe (A), simetric cu NV fatd de I. Figura
FMFN este un romb, cici are diagonalele perpendiculare in mij-
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locul lor. Rezulti cid MF=MF, si MF,||FNF' este perpendicu-
lard pe (D). Deci M este pe parabola cu focarul F gi directoarea
(D). Se deduce cd parabola nu mai are pe (A) alt punct afard de
M. (A) este deci tangentd la parabold in M §i, prin urmare, para-
bola este infidsuritoarea dreptelor (A) (G.M. 1923, 2). 1364. Dreapta
lui Simson a lui ¢ in raport cu triunghiul 4,B,C, este tangenta
in virf a unei parabole cu focarul in ¢ si inscrisé in triunghiu}l
A,B,C, (probl. 1316). Dreapta (d) trece prin ortocentrul O al
triunghiului 4,B,C, (probl. 1351) si este paraleld cu dreapta lui
Simson a lui ¢ (probl. 266). 1365. Punctul lui Feuerbach apartine
(probl. 1249) cercului celor noud puncte A,B,(, si cercului inscris
(1). Dupa problema precedentd este suficient sd se arate cid ¢ este
ortopolul dreptei OI. Se stie cd ¢ este ortopolul unei drepte (A)
trecind prin O (probl. 266), ¢ avind puteri egale fatd de cercunle
A, B,Cy si (I), rezultd din teorema lui Lemoine (probl 705) ¢
(A) trece si prin I. 1366. ¢, ortopolul dreptei OH’ in raport, cu
ABC, este focarul unei parabole inscrise in A4,B,C, si a cére}
directoare (probl. 1364) trece prin O 51 este paraleld cu dreapta
lui Simson a lui P in raport cu A,B C,L Tot ¢ este focarul une:
parabole inscrise in A’B’C’ si a cérel directoare este paraleld cu
dreapta lui Simson a lui ¢ in raport cu A’B’C’ si trece prin H'.
Se va arita ci dreptele lui Simson ale lui ¢ in raport cu A4,B,C;
si A’B'C’ sint paralele (G.M. XXXIV). 1367. H si' H’ fiind orto-
centrele celor doud triunghiuri, iar M un punct al locului, unghiul
HMH' este constant (probl. 267). Locul este un cerc. 1368. Fie
A,B,C, triunghiul median al triunghiului ABC. Deoarece BC este
polara lui A, B,C; este tangentd la paraboli. Restul rezulti din
problema 1351. 1369. Prima solutie. Fie h punctul diametral opus
lui o0 in cercul omm’; mh, m'h avind directii fixe, locul punctului &
este o dreaptd (D) care intilneste cercul in al doilea punct F, fix.
Existd o parabold de focar F si tangentd dreptelor (L), (L), tan-
genta la virf a acestei parabole fiind dreapta (A) ce uneste pr01ec~
tiile lui F pe cele doua tangente (L), (L’). F fiind pe cercul omm’,
prmectla lui pe mm' este de asemenea pe (A) (probl 257) si mm”
este tangentd la parabold. A doua solufie. Fie (a, a'), (b, b') doud
perechi de puncte omoloage. Existd o parabold tangentd dreptelor
(L), (L), aa’, bb’." Focarul siu este punctul lui Miquel (probl.
219) al patrulaterulm format de aceste drepte s1 tangenta la virf
trece prin proiectiile focarului pe cele patru tangente 0 tangenta
oarecare la parabold intilneste pe (L), (L’) in punctele u, p’, care
descriu pe (L), (L’) diviziuni asemenea, cici punctele de la infinit
ale celor doué diviziuni se corespund. Aceste noi diviziuni au
doud perechi de puncte omoloage comune cu diviziunile date

(a, a’) i (b, b’). Deci ele coincid g1 mm' este tangenta parabolei.
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1370. Fie O mijlocul lui FF". Avem succesiv (MF — MF)? =
= MF"*+ MF*—2MF - MF' =20 M*+20F*—20 M*=20F%.  Hiper-
bola intilneste axa FF’ invirfurile A, A’, astfelca OF=0F'=0A+2=
=0A'V2. 1371. Fie P proiectia lui M pe A: AA’ iar O _mijlocul
WidA"-AA’MP~A MAP.Deci PM?=PA- PA'= OP2 0A42. Daci
ludm pe 4 AA’ punctele F, F', astfel ca OF=0F =av2, unde s-a
‘notat AA'=20A=2q, se deduce MF — MF=2a. 1372. Dreapta
A M intilneste pe AL'in w §i cercul (0), in m. Din problema pre-
cedentd deducem <X MAA'—X MA’A=90°. Dar XmAAd’ +
+X MA'A=90°. Deci & MAA'+IXmAA'=180° si dreptele A M
sl Am sint simetrice in raport cu AA’. Rezulti (A'pmM)=—

1373. Fie BB’ diametrul perpendicular pe A4’ in cercul (0)

descris pe AA’ ca diametru si AL tangenta in 4 la cerc. Dreapta
de la infinit, consideratd ca ficind parte din aceeasi figurd cu H,
are ca omoloagd pe BB’. (A) intersecteazd pe AL in /. Paralela
din A’ la (A) intilneste pe BB’ in K. Dreapta K/, care este trans-
formata (A’) a lui (A), intilneste cercul in punctele m, m’, iar
dreptele A’m, A'm’ intersecteazd pe (A) in M, M’, punctele cau-
tate. 1374. Prima solulie. Asimptotele (A), (A’) sint  tangente
hiperbolei in punctele E, F, de la infinit. Fie CD a doua diago-
nald a paralelogramului, AD, BC fiind paralele cu (A) si AC,
BD cu (A’). Se va aplica teorema lui Pascal hexagonului inseris,
ale cdrui laturi sint succesiv AE sau AD (1), tangenta in E sau
asimptota (A) (2), EB sau BC (3), BF sau BD (4), tangenta in F
sau asimptota (A’) (5), FA sau AC (6). Punctele de intilnire ale
perechilor de drepte (1,4), (2,5), (3,6) sint coliniare, adica CD
trece prin 0. A doua solufie. Dreapta AB intersecteazd dreapta
de la infinit EF in punctul P. Polara punctului P trece prin
intersectia C' a dreptelor AF si BE, prin intersectia D a dreptelor
AE. BF si prin intersectia O a tangentelor in £, F la conica.
1375. Consecintd a precedentei. 1376. Prima solutie. Paralela
dusd prin punctul A la asimptota (A’) intilneste asimptota (A)
in H, iar paralela dusd prin B la (A) intilneste pe (A’) in punctul
K. Fie E, F punctele de la infinit pe dreptele (A), (A'). Se
aplici teorema lui Pascal hexagonului inscris ale cérui laturi
sint succesiv AF sau AH (1), tangenta in F sau {A’) (2), dreapta
EF sau dreapta de la infinit (3), tangenta in E sau (A) (4), EB
sau BK (5), BA (6). Rezults ci HK||AB si KH=BD=CA.
A doua solutie. Dreapta datd intilneste dreapta de la infinit in
punctul P. Polara lui P trece prin punctul de intilnire O a tan-

gentelor (A), (A) in E i F, prin conjugatul armonic M al lui P
in raport cu E si F si prin conjugatul armonic N al lui P in
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raport cu A si B. Dar O este de asemenea polara lui P in raport
cu unghiul FOF, deci intersecteazd pe CD intr-un punct N,
conjugat armonic al lui P in raport cu C si D. A treia solulic.
Unim centrul O cu mijlocul 7 al coardei A8 si ducem OK||AB;
OK si OI sint doud diametre conjugate. Deci OK, OI sint conjugate
armonic in raport cu asimptotele. Se deduce ¢d I este mijlocul

lui CD. 1377. Caz particular al problemei precedente. 1378. Prima
solutie. Fie C punctul de tangentd al dreptei de la infinit cu para-
.bola. Se aplici teorema lui Brianchon triunghiului format de tan-
gentele in A, B, C la parabolid. A doua solufie. Se aplicid teorema
lui Pascal triunghiului inscris 4 BC. 1379. Se considerd q hiper-
bola echilaterd de centru O si s& ludm pentru fixarea ideil%r doud
puncte A, B pe o ramuri si un punct C pe cealaltid. Fie A'B'C”
triunghiul median al lui ABC. Va fi suficient sd ardtdm cd patru-
laterul OA’B’C’ este inscriptibil. OA’ este diametrul conjugat al
directiei BC. Deci bisectoarele unghiurilor formate de aceste
drepte sint paralele cu asimptotele si se deduce cu wusurinta
JA'OB'+ A'C'B'=180°. 1380. Fie O centrul curbei, C, picio-
rul indltimii virfului C, D al doilea punct de intilnire a inaltimit

cu hiperbola, M mijlocul segmentului CD, E si F punctele de la
infinit ale hiperbolei situate pe asimptotele perpendiculare OF,
OF. Prima metodd. Cercul lui Euler trece prin punctele ¢, ¢
$i O dupd problema precedentd. Patrulaterul OC,C"M fiind in-
scriptibil, M apariine si el cercului §i D este ortocentrul. A doua
metodd. Se aplicd teorema lui Pascal hexagonulul inscris ale carui
virfuri sint succesiv 4, B, C, D, E, F. Se observd ca BE | AF,
DE || BE si EF este dreapta 'de la infinit. Dreptele 4B si DE se
intilnesc in I, BC si EF in J, la infinit pe BC, CD si FA in K,
ortocentrul triunghiului AZ/D. Punctele I, J, K sint coliniare, adici
IK|| BC sideci AD | BC. 1381. Caz particular al problemei prece-
dente. Altd solutie. Se considerd un unghi drept, variabil, avind
virful A intr-un punct fix al curbei si ale cdrui laturi intilnesc
curba in punctele M, N. Dreapta MN trece printr-un puncl fix
(punctul lui Frégier) situat pe normala in punctul A. In cazul
particular cind AM, AN devin paralele cu asimptotele, dreapta
MN devine dreapta de la infinit $i deci punctul lui Frégier este
punctul de la infinit al pormalei in A, iar dreapta MN va fi
mereu paraleld cu normala sau perpendiculard pe tangenta A7.
1382. Se considera o conicd oarecare, un punct A pe ea si o dreapti
(A). Ducem prin .1 coardele AM si AM' egal inclinate pe (A).
Ele formeazd doud {ascicule in involutie. Dupa teorema lui Frégier
dreapta M M’ trece printr-un punct fix ¢,. Razele unite ale invo-
lutie1 sint coardele A3 si AC, respectiv paralele si perpendiculare
pe (A). Coardele MM’ corespunzitoare acestor directii sint tan-
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gente la conicd in B 51 C. La intersectia acestor tangente se afla
punctul @,. Se observi ci coarda BC trece prin punctul ¢ al lui
Frégier, corespunzitor involutiei descrie de un unghi drept cu
virful in A. Pentru o hiperbold echilaters s (A) o asimptotd a ei,
cazul problemei propuse, dreapta B( este la infinit, deci @, este
polul dreptei de la infinit, adicd centrul conicei. Coarda MM’ este
un diametru al hiperbolei (G.M.F. 1952, 10). 1383. S& considerdim
triunghiul ABC conjugat cu hiperbola de centru 0. BC fiind
polara lui A, dreapta OA este diametrul conjugat al directiei BC.
0 asmptota a hiperbolei face unghiuri egale cu dreptele 0A, BC
ca si cu dreptele OB, CA. Se deduce ca unghiul dreptelor 04,
OB este egal cu unohlul dreptelor CA, CB. 1384. Fie ¢, b’ in-
tersectliile celor dous 13 drepte cu cealaltd asunptota i (Y), ¢ mljlocul

segmentelor cc’ si AB, B’ mijlocul segmentelor bb” siAC. Proiec-
tind pe asimptota (X), putem scrie prBO—l—prOC = pr.B’C’

sau b0:2-+0c:2=pr.CB:2 sau bc=pr.CB. Alid soluic. Se
poate ardta ci proprietatea este adevdrati pentru o hiperbolé
oarecare. O dreaptad oarecare (A) intilneste hiperbola in punctele
P, P’ si dreptele AB, AC in Q, Q. Q si Q' descriu pe (A) divi-
ziuni omovrafme de aceeasi bazi, avind ca puncte duble punc-
tele P si P'. Cind (A) se "confunda cu asimptota (X), punctele
Psi P ose gisesc la infinit. 1385. Proprietatea rezultd din pro-
blema precedentd si din problema 263. 1386. Fie P un punct varia-
bil pe (d). Izogonalele cevienelor BC, CP descriu fascicule omo-
Erafice cu virfurile in B si C. Intersectia lor descrie deci o conicd.

uindu-se inversele punctelor de intilnire a laturilor cu dreapta
(d), se obtin ca puncte ale locului virfurile. Inversele punctelor
M, N sint la infinit in directiile dreptelor lui Simson ale acestor
puncie. Inversul lui O este ortocentrul H ete. 1387. (C,) si (C,)
conicele, A punctul fix, (A;) si (A,) polarele lui A fatd de
(Cy) si (Cy). Unui punct M pe (A,) ii corespunde o polari ce trece
prin A careia i1 corespunde un singur pol NV pe (A,), deci M si N
descriu diviziuni omografice pe (A;) si (A,). MN infisoard o co-
nicid tangentd la (A;) si (A,). Cind M— oo, polara este diametrul
conicei (C;), care trece prin A ; acestuia ii corespunde N, Cind
N-—>00, avem analog M, polul diametrului conicei (C,) trecind prin
A. Mg si N, sint punctele de contact ale conicei loc cu (A;) 51 (Ay).
1388. O dreaptd (D) intersecteazd parabola in M s1 M'; N mij-
locul lui MM’ este punctul al cirui loc se cere F, punctul la
infinit pe axa parabolei. Avem doud fascicule:.unul cu virful in

punctul fix A, al doilea cu virful in F,. Locul ciutat este o co-
nicd ce trece prin A si F.. Dreapta AF, consideratd in primul
fascicul (A) are ca razi omoloagd dreapta de la infinit care este
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tangentd la conicd, deci conica este o paraboli, cu axa para-
leld cu axa parabolei date. Dreapta AF, consideratd in al doi-
lea fascicul (F,) are ca razi omoloagi coarda in care A este
mijlocul ei; aceasta este tangenta la parabola loc. Parabola trece
prin A’, proiectia lui A pe axa parabolei date. Axa parabolei
loc trece prin mijlocul lui AA4’. Indicatiile sint date pentru A,
interior parabolei. Pentru A exterior se aplici principiul conti-
nuitdtii. 1389. Fie O virful parabolei (fig. 394). Axa parabolei este

|
% e
|
() q {
4 LUIDNF F
2 0 |
|
|
l
|
N VAN ya
I
Fig. 394

intersectatd de directoarea (A) si de tangenta in M respectiv in D
si L. L este proiectia lui M pe axi, P punctul al cirui loc se cere, M’
proiectia lui M pe (A), Q intersectia tangentei MN cu tangenta
in virf. Avem MF=MM’, deci XFMQ=XQMM = ML'F.
Triunghiul FML' este isoscel, deci OL=O0L’, de unde LF = DL".
Rezultd cda MNP este isoscel. Fie ME iniltimea din M. Avem
ADNL'=ALEF, deci EF|| MN si EP=PF. Se deduce ci NF este
indltimea din N. Problema se reduce la urmitoarea: se d& un
punct fix F s1 o dreaptd fixd (A); se ia N arbitrar pe (A) si se
cere locul intersectiei perpendicularelor duse din N pe (A) si in
F pe FN. Se formeazid doud fascicule omografice, unul cu virful
in F si altul cu virful la infinit in directia axei DF, deci locul
cerut, este o conici. Cind N coincide cu D, P vine in F, apoi
cind N— o0, P— oo in directia axei OF. Curba este simetrici fata
de aceastd axi si, avind un singur punct la infinit, este o parabola.
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Pentru determinarea ei se va lua de o parte si alta a lui F, FF' =
=FD'=Fk 51 fie N’ proiectia lui D' pe NP. Se determini % astfel

ca PF'=PN’ si se giseste k= —i FD= {-, p fiind parametrul

parabolei date. 1390. Perpendicularele in A si B sint intilnite de
paralelele duse prin Q si P la AB, respectiv in E si C (fig 395).
AP si BQ formeazi fascicule omografice, deci / descrie o conica-
Cind M— o, AP si BQ se confundd cu AB, deci AB face parte
din loc. Conica se descompune in AB si incd o dreaptd; cum C si
L apartin locului, locul este dreapta CE. 1391. Considerim fas-
ciculul de conice ce trec prin B, C si sint tangente in A4 dreptei
date (A) (fig 396). Punctele de
intersectie ale conicelor din fas-
cicul determind pe orice dreapta
deci si pe dreapta de la infinit
doud diviziuni in involutie. Punc-
tele duble ale involutiei sint

£ /4
Vs
D (4
V4 [
A M 2 @) .
Fig. 395 Fig. 396

punctele de contact ale conicelor tangente dreptei de la infinit
si sint date de directiile axelor parabolelor fasciculului. Celelalte
perechi de puncte ale involutiei sint conjugate fatd de punctele
duble, deci punctele de la infinit ale conicelor degenerate (A, BC),
(AB, AC) din fascicul sint conjugate fati de punctele duble,
Rezultd c#, daci ducem AX||BC, fasciculele A(P,P,MX) si
A(P,P,BC) sint armonice. In primul fascicul AX||BC, deci M
este mijlocul lui P;P,. Din al doilea fascicul deducem (P, P,BC)=
=—1 si cum M este mijlocul lui P,P,,_avem MPi=MB - MC.
{G.M.F. 1951,11). 1392. Folosim teorema: daci o conicd inter-
secteazi laturile AB, BC, CA ale unui triunghi in punctele
(c, ¢"), (a, a’), (b, b’), intre segmentele determinate de conicd pe
laturile triunghiului avem relatia cunoscuta:

Ac-ic Ba-Ba Ch-CF _, . o
A5-4b' Be-Be Ca-Ca ’
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N fiind intersectia tangentelor in M, si M,, conica va fi tangents
triunghiului NT,T,. Relatia devine

N, TR DM,
NM, T,M, T,0

sau
NM, T.0 lj—ﬁ_{, — 1. 2)
NM, T,M, T,

se ia semnul —, deoarece M,, 0, M, sint interioare laturilor triun-

ghiului. Aplicind teorema lui Menelaus triunghiului N7, T, inter-
sectat de transversala M,M;T, obtinem

T,T T.M, MN _

! 1. 3)
TT, M,N T,M,
Impirtind (2) cu (3), avem
To Ty W10 T0,
T0 T,T 7,7 T,T

deci diviziunea OTT,T, este armonica (G.M.F.I. 1952). 1393.
Fie M un punct variabil pe o hiperbold care are asimptotele Oz,
Oy; P, P’ punctele de intilnire a paralelelor duse prin M la
Oz, Oy respectiv cu Oy, Oz; Q, Q' proiectiile lui M pe Oy, Ox;
A, A" punctele de la infinit ale hiperbolei, situate pe Oz, Oy. Cind
M se migcd, dreptele MA, MA' sint raze omoloage a doua fasci-
cule omografice, avind ca centre pe 4 §i A’; decl aceste raze in-
tilnesc pe Oy, Oz in punctele P, P’, care sint puncte omoloage a
doud diviziuni omografice. Punctele limitd sint confundate cu
punctul O. Deci OP-OP'=k. Dar MQ=k, -MP si MQ'=k,-MP’
gi se deduce MQ-MQ'=const. 1394. Tangenta in punctul M la
hiperbolé intilnegte asimptotele Oz, Oy in punctele P, Q. Aceste
puncte descriu pe Oz, Oy diviziuni omografice, avind punctele
limitd confundate cu punctul 0. Deci OP-0Q=c? Fie P’, (' punc-
tele de intilnire ale unei tangente fixe la hiperbold cu Oz, Oy, §
aria AOPQ, §' aria AOPQ’. Avem (probl 742) §:§'= OP-0Q:
:0P0Q =c?:c>=1. Deci S=S". 1395. Fie (A) o dreaptd
oarecare ce intilneste pe Oz, Oy in P 51 Q astfel ca OP-0Q = c=.
Aria AOPQ este constanti. Hiperbolele conjugate H, H' care au ca
asimptote pe Oz, Oy si a cidror distantd focald este egald cu Zc,
sint bine determinale, cdci virfurile dreptunghiului construit pe
axele lor sint punctele de intilnire ale asimptotelor cu cercul de cen-
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tru O si razi c. In afard de asimptota Oy se pot duce prin Q la hiper-
bolele’ (H), (H') respectiv tanzentele QP;, QP,; P, si P, sint
Pe Or. Dupd teorema precedentd avem OP -00=0P,-0Q = c*.
Se deduce OP=0P,=0P, si deci P coincide cu unul din punc-
tele P, P,, adici dreapta P@ ecste tangenti la (H) sau (H').
1396. Fie M’ al doilea punct de intilnire a hiperbolei (H) si drep-
tel (A). Paralelele duse prin M, M la Oz intilnesc diametrul (D)
paralel cu (A) in punctele m, m’. Cind (A) se deplaseazi paralel
tu (D), punctele m, m’ descriu pe (D) diviziuni in involutie, al
ciaror punct central este centrul O al hiperbolei. Deci Om -Om’ =k.
Dar Om=PM,Om'=PM’'=MP’ (probl 1376). Deci PM-MP =k
sau MP-MP'=—Fk Se poate deduce ci k este egal in valoare
absolutd cu patratul semidiametrului (D) si este negativ dacd dia-
metrul (D) este transvers si pozitiv daci ‘acest diametru este ne-
transvers. 1397. Dupd problema precedentd OA*=MP-MP" =
=({[P—IM)IP+IM)=IP*— IM*=I0—IM? sau [M*=0I*—
—0A*=TA -I1A". 1398. Fie M un punct pe hiperbols, M, diametral
opusul lui M in cercul MAA’. Dupéd problema precedentd hiperbpla
echilaterd este locul geometric al punctelor M de contact al unui
cerc variabil, trecind prin punctele fixe 4 si A’ cu tangentele para-
lele cu o directie fixa. Deci si M, apartine hiperbolei. Tangentele
in M si M, la cerc sint paralele cu tangentele in A si A’ la hiper-
bola. 1399. Se pistreazd notatiile celor doud probleme precedente.
Avem I MAA'—I MA'A=<x MAA'—X AMI =< MIA = const.
1400. P si P’ descriu pe baza comund (A) diviziuni omografice
in care punctele duble sint confundate la infinit. 1401. Prima
solutie. Se construieste pe cele doud diametre conjugate paralelo-
gramul RR'SS’. ROS si R'OS’ sint de asemenea doud diametre
conjugate. Axele curbei sint razele omoloage perpendiculare ale
fasciculelor involutive formate de diametrele conjugate. Se duce un
arc de cerc de centru w si trecind prin punctul 0. Fie m, m/',
r, »' punctele unde acest cerc intilneste diametrele OM, OM’
OR OR'. Dreptele mm’, rr' se 1nt1lnesc in punctul z, iar dreapta
3y} intilneste cercul in punctele u, u'. Axele elipsei sint dreptele
Ou, Ou'. Pentru a gisi mdirimea axelor se considerd punctele
7, T’ unde tangenta in M intilneste pe Ou, Ou'. I si I' fiind pro-

iectiile luL M pe Ou, Ou’, jumitatea axei Ou esteV 0I -07,iar

jumitatea axei Ou’ este VO]’-OI’. Altd  constructie rezulta
din teoremele lui Apollonius. Din punctul M se coboard o perpen-
diculard pe diametrul M’N’ si se ia pe aceasta MK = OM'=0.\".
Pe OK drept diametru se descrie un cerc, se uneste M cu centrul
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I al acestui cerc si se iau p si ¢ intersectiile acestei drepte cu
cercul. Directiile axelor sint Op si Og, iar lungimile lor sint

egale cu Mp,Mq 1402. Fie Q polul dreptei (A), d punctul de
intilnire a dreptei (A) cu PQ, iar e polul dreptei PQ. Qm este
polara punctului ¢. Dreptele Pm, Qm sint raze omoloage a doud
fascicule omografice cu virfurile in P si Q. Locul este o conica
ce trece prin punctele P si @, prin punctele de intilnire a conicei
cu dreapta (A) si prin punctele de contact ale tangentelor duse
din P la conicd. Tangentele in P si Q sint dreptele Pe, Qe, omo-
loagele razei PQ, considerate ca fiacind parte din unul din fascicule.
Cind dreapta PQ este tangentd in e la conica (C), conica loc se
reduce la o dreapti, cidci PQ, considerati ca facind parte dintr-unul
din fascicule, este propria sa omoloagid in raport cu celdlalt.
1403. M fiind un punct al locului, dreptele FM, F'M sint raze
omoloage a doud fascicule omooraflce cici d1rectnle acestel
drepte sint simetrice in raport cu dlrectla fixd (D) Locul este o
hiperbola echilaterd trecind prin F, F’, tangentele in aceste puncte
fiind paralele cu directia 51metr1ca a lui (D) in raport cu FF’,
centrul fiind mijlocul lui FF’, i1ar asimptotele una perpendiculara
si alta paraleld cu (D). 1404. Fie patru puncte fixe a, b, ¢, d si un
punct m pe (D). Prin a, b, ¢, d, m se poate duce o singurd conicd ce
intersecteazd pe (D) intr-un al doilea punct m’. Reciproc, dacd
plecim de la m’, ajungem la m. Cele trei perechi de laturi opuse
ale patrulaterului format de cele patru puncte sint trei conice
degenerate ale fasciculului. De aici rezultd imediat proprietatea
(a). Cind (D) este una din cele trei diagonale ale patrulaterului,
extremititile acestel diagonale sint puncte duble ale involutiei,
determinate pe aceastd dreapté de conicele fasciculului, si se deduce
propozitia (b). 1405. Fie 1, 2, 3, 4, 5, 6 sase puncte ale unei co-
nice, a punctului de intilnire a dreptelor (12), (45), b intersectia
dreptelor (23), (96), iar c intersectia dreptelor (34), (61). Fie «, B
punctele de intilmire a dreptei ab cu conica, iar p punctul unde
se intilneste ab cu diagonala (25). Laturile (16' (25) ale patrula-

terului (1256) intersecteazi dreapta ab in doud puncte omoloage
ale involutiei determinate de perechile de puncte (a, b) si («, B).
Acelasi lucru se poate spune de laturile (34) si (25) ale patrula-
terului (2345). Dreptele (16) si (34) trec amindoud prin omologul
punctului p in aceastd involutie. Ele se intersecteazi deci intr-un
punct pe ab. 1406. S considerdam doud triunghiuri ABC, DEF
inscrise intr-o conicd (I') s1 sd ardtdm cd ele sint circumscrise unei
alte conice (I''). Fie P intersectia dreptelor AB si DE, Q inter-
sectia dreptelor BC' si EF, R intersectia dreptelor CD si FA
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Punctele P, Q, R sint coliniare dups teorema lui Pascal. Deci
dreptele AF, CD si PQ sint concurente intr-un punct R si
teorema lui Brianchon demonstreazd propozitia. 1407. Proprietate
duald a teoremei lui Desargues si Sturm (probl 1404). 1408.
Fie (€), (Cy) doua conice oarecare ale fascicului, Q intersectia pola-
relor lui P in raport cu (C), (C,), (I') altd conicd oarecare a fas-
ciculului. Dreapta PQ intilneste conicele (C), (C,), (') in punctele
(a, a'), (a1, @1), (m, m). Aceste puncte definesc o involutie (probl.
1404). P 51 Q fiind conjugate cu perechile de puncte (a, ') si (a,, a3),
sint punctele duble ale involutiei §i deci conjugate si in raport
cu m, m'. 1409. Proprietatea duali a problemei precedente este
urmatoarea: locul polilor unei drepte fixe (A), in raport cu
conicele unui fascicul tangential, este o dreaptd (D). Cind (A) este
dreapta de la infinit, polul ei in raport cu o conicid este centrul
acesteia. Conicele degenerate ale fasciculului se compun din cele
trel perechi de virfuri opuse. Mijloacele diagonalelor apartin deci
locului. 1410. Fie A, B, C, D cele patru puncte comune tuturor
conicelor fasciculului, iar (A) o dreaptd in plan. S& cidutim locul
polilor dreptei (A) in raport cu aceste conice. Fie P si Q inter-
sectiile dreptei (A) cu laturile opuse. AB si CD, P’ si Q' conju-
gatele armonice ale punctelor P, Q, respectiv in raport cu A si B,
C si D, iar M polul dreptei (A) in raport cu o conicd (T') a fasci-
culului. Dreptele P'M si Q'M sint polarele punctelor P, Q in
raport cu (I'). Dreptele P’ M, Q' M sint raze omoloage a doud fas-
cicule omografice cu centrele in punctele fixe P’ si Q'. Locul este
in general o conicd, circumscrisd triunghiului diagonal al patru-
laterului format de cele patru puncte si trecind prin conjugatele
armonice ale punctelor de intilnire a dreptei (A) cu laturile, in
raport cu virfurile patrulaterului, situate pe aceleasi laturi. In
cazul cind (A) este dreapta de la infinit. locul este o conicd ce
trece prin mijloacele laturilor si prin punctele diagonale ale patru-
laterului. 1411. S congiderdm punctele comune]cercurilor ortoptice
a doud conice (C) si (C’); din aceste puncte se viad (C) si (C’) sub
unghiuri drepte. Involutia tangentelor duse din fiecare din aceste
puncte conicelor fasciculului tangential determinat de (C) si (C)
(probl. 1407) cuprinde deci doud perechi de raze omoloage perpen-
diculare ; ea se compune deci din drepte perpendiculare si propo-
zitia este demonstratd. Intre conicele fasciculului existd trei conice
degenerate, compuse din cite o pereche de virfuri opuse ale patru-"
laterului complet circumseris, comun. 1412. Fie 7 si Jpunctele circu-
lare, iar (a, a’), (b, &), (m, m’) punctele de la infinit ale celor doua
hiperbole date si ale unei conice din fasciculul punctual deter-
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minat de ele. / si J fiind conjugale armonic in raport cu perechile
de puncte (a, a’) si (b, b"), vor fi conjugate armonic in raport cu
(m, m'), cici conicele unui fascicul punctual determind o involutie
pe dreapta de la infinit (probl. 1404). Conicele degenerale ale fas-
cicululul vor trebui si fie drepte perpendiculare, adici coardele
comune a dou& hiperbole echilatere sint dou# cite doud perpendi-
culare. 1413. Se observa cd dreptele AD, BD, CD impart in ra-
poarte egale laturile BC si C'B’, CA si A'C’, AB si B'A’ ale
triunghiurilor ABC, A’'B'C’; punctele Ay, By, Coy, unde intilnesc
dreptele C'B’, A'C’, B'A’, sint virfurile unui triunght omologic
cu triunghiul A’B’C’, sau punctele de contact ale laturilor acestui
triunghi cu o conicd inscrisi (). Cind punctul P se miscd pe
conica (y), punctele B;, C, descriu diviziuni omografice pe dreptele
A'C’, A'B’ i coincid cu punctele C’ si B, A’ 5i Cy, By si A’, cind
punctul P este diametral opus punctelor A, B, C pe conica (y).
Dreapta B,C, este deci tangentd conicei () si acelasi lucru se
poate spune de dreptele C A4, si A,B,; cele trei puncte sint deci
coliniare. 1414. a) Fie P proiectia sub unghiul « a lui N pe Oz
(fig 397). Punctul H se afld la intersectia dreptelor OM si NP,

care pot fi considerate ca raze corespunzitoare a doud fascicule
omografice: unul cu virful in O, altul cu virful in («), punctul
de la infinit dat de directia «. Rezultid c¢i H descrie o conicd ce-
trece prin O si prin (a), adiéd o hiperbold a cirei directie asimp-
toticd face cu Oz unghiul «. Particularizind pe M, rezulti ca
punctul C=(A, Oy) si punctul D, unde paralela prin 4 la NP
intersecteazi pe (A), apartin locului. Dreapta Oz este tangentd
in O la hiperbold. Si considerdm dcum pe O(«) apartinind fasci-
culului cu virful in 0. Ea intilneste pe (A) in M,, iar A M, inter-
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secteazd pe Oy in N,. Dreapta NV,P; inclinatd cu unghiul « pe
Oz este asimptotd. Pentru a gisi cealalti asimptoti ducem dreapta
ANy care intepsecteazd pe (A) in M, (A M, | 0OY). Prin Q, simetricul
lui P, fatd de O se duce o paraleld la OM,, care este a doua
asimptotd. b) Punctul M, nu depinde de «, deci asimptota Q
se deplaseazi paralel cu ea insdsi cind « variazi. Infisurdtoarea
se reduce la un punct la infinit. Punctele NV, si («) descriu divi-
ziuni omografice cu bazele pe Oy si pe dreapta de la infinit. In-
fasurdtoarea asimptotei IV, P, este deci o conicd tangentd acestor
doud drepte, adicd o paraboli (G.M.1947,8).
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ERATA

Pag. Rindul in loc de Se va citi
35 14 de sus By ... ca' By .
46 3 de jos .. unghiului ABD ... unghiului 4ADB ...
50 ldejos AB, BC, CD, DB si 4B, BC, CD, DA si
51 9 de jos ..ipoteza BC ... .. ipotenuza BC ...
51 10 de jos .. triunghiului 4’B’C’. .. triunghiului 4B'C’.
54 7 de sus ... puncte variabile 4’, B, ... puncte variabile 4, B’,
62 13desus ..si O, 0" ... ..si Q/, Q..
63 15dejos ...X, Y, Z,.. X, Y, Z,,
94 6 de jos ... muchiile 4, B, C. ... muchiile in 4, B, C.
96 i9 de sus ... prin A’B'C’ .. .prin 4°, B, C’' ...
118 10desus C; C, Ca, Cy--
124 15 de jos .04 = OB, ..04 = 4B, ...
153 7desus  ...BC si... ..BN-si...
162 2 de jos Fie O... .Fie I...
182 9 de jos .. simetricul lui 4 ... .. simetricul lui O ...
197 17 de sus YA + yB = ... y4d=yB=..
197 lde jos ..cu arcul ... ..cu cercul ...
243 8 de jos BP : DR = DR :DN. BP :DR =DB: DN,
253 1 de sus ) Tot rindul la pagina 252 sus
296 7 de sus ... Se duce OY’ | ... . Se duce 04’ ¢t ... ]
302 Vdesus =o' +f " + vy + ... =+ B +Y + ..
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